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Chapter 1
Repaso: Loégica y Conjuntos

Si preguntamos a alguien lo que dice el teorema de Pitagoras, la respuesta usualmente es
a? +b* =2 (1.1)

Sin embargo, la formula (1.1) por si misma no es el enunciado del Teorema de Pitagoras. La
formula (1.1) ni siquiera es una proposicién matemética, pues no hace ninguna referencia a los
valores a, b, c (y para valores a,b, ¢ generales, la formula es falsa). Para completar el teorema,
necesitamos premisas para los valores a, b, ¢, y la formula (1.1) sera la conclusién.

Teorema 1 (Pitagoras). Si a,b son las longitudes de los catetos de un tridangulo rectangulo y ¢

la longitud de la hipotenusa, entonces a® + b* = 2.

El Teorema 1 contiene en su premisa varias frases que tenemos que explicitar (cateto, hipotenusa).
En lenguaje matematico se habla de una definicién.

. Que es una definicion? Una definicién da sentido matematico a una palabra, frase, notacion.
Una nueva definicién tiene que ser precisa e integrarse de expresiones conocidas. Una palabra,
frase, notacion se puede definir unica vez. La motivacion para hacer una nueva definicion es
hacer referencia explicita a conceptos/objetos interesantes, destacar propiedades importantes, o

nombrar objetos que tienen propiedades importantes.

Empezamos con un simple ejemplo. Usaremos la notacion N = {1,2,3,...} para los nameros
naturales.

Definicién 2. Un numero natural n € N se llama par, st n = 2m con m € N.

Usando la definicion 2, podemos formular un resultado matematico simple. En lenguaje matemaético
se habla de un teorema.

Teorema 3. Sea n un nimero natural par. Entonces n® es par.
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{Que es un teorema? Un teorema es un enunciado matemaético que afirma la veracidad de un
resultado matematico. La formulacién del teorema tiene que ser clara y todos los objetos, frases,
y palabras que aparecen en el teorema tienen que definirse con anticipacion.

La veracidad de un resultado matemético tiene que demostrarse usando inferencia logica y rig-
urosa. Experimentos, mediciones, observaciones, verificaciones de casos especiales, no son her-
ramientas rigurosas para demostraciones matemaéticas.

Demostracion de Teorema 3. Sea n un ntmero natural. Segin Definicion 2, n = 2m con m € N.
Por lo tanto n? =n-n = 2m - 2m = 2 - 2m?. Por lo tanto, n? tiene la forma n? = 2m, donde
m = 2m?2. Por lo tanto, n? es par. O

El Teorema de Pitagoras tal como el Teorema 3 tienen la forma de una implicacion,
Si premisa, entonces conclusion.

En la formulacion de un teorema tiene que quedar claro cuales son las premisas, y cual es la con-
clusion. Por ejemplo, en el Teorema 3, la premisa es n un nimero natural par, y la conclusion es
n? es par. Practicamente todos los resultados matematicos tienen forma de implicacion (aunque
no siempre se formulan asi tan claro). ;Que significa la veracidad de una implicacion? En la

vida cotidiana usamos implicaciones para expresar los siguientes (equivalentes) situaciones:

e Si premisa, entonces conclusion.

Conclusion si premisa.
e Premisa es suficiente para conclusion.

e Si premisa ha pasado, entonces también conclusion.

Conclusion es necesario para premisa.

Consideramos la implicacion “Si voy de vacaciones, entonces voy a leer un libro”. Aunque esta
implicacion sea correcta, no significa para nada que voy de vacaciones, o que voy a leer un libro.
La veracidad de una implicacion significa que un hecho (la premisa) conlleva otro hecho (la
conclusion). En otras palabras, si voy de vacaciones sin leer un libro, entonces la implicacion
serd falsa. Hay una gran diferencia entre implicaciones que se usan en la vida cotidiana y las
implicaciones que vamos a ocupar para hacer matematica. En la vida cotidiana, una implicacién
siempre contiene causalidad. No se suelen usar implicaciones sin causalidad como “Si el pasto
es verde, entonces el cielo es azul”. Sin embargo, una implicacion mateméaticamente correcta
no necesariamente contiene causalidad, su veracidad depende solamente de las veracidades de
premisa y conclusion.
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1.1 Proposiciones, conectivas légicas, y férmulas proposicionales

En el mundo matemético tenemos que expresar constantemente diversos enunciados y combinar-
los para fabricar (es decir, demostrar) resultados. Para que un resultado pueda ser correcto, la
expresion y la combinacion de enunciados tiene que seguir ciertas reglas de logica. Una proposi-
cién A es un enunciado que tiene un tnico valor légico v(A). Es decir, o es correcto v(A) = ¢
o es falso v(A) = f (principio del tercero excluido), pero no las dos al mismo tiempo (princi-
pio de no contradiccion). Notamos que no es necesario que conocemos el valor logico de una
proposicién o que seamos capaces de conocerlo.

Ejemplo 4 (Proposiciones). Los siguientes enunciados son ejemplos de proposiciones.
e Ay : Pablo Neruda obtuvo el Premio Nobel.
e Ay : La tierra es el unico planeta del universo que tiene vida.
e A3:1+2=3.
o Ay: m=3.14.

e As : Hay una infinita cantidad de nimeros primos n tal que n + 2 también es un nimero
pPrimo.

Claramente, v(A1) = ¢ y v(As) = ¢. También sabemos que v(A4) = f. La proposicion As tiene
un valor ldgico unico, pero en este momento este valor es desconocido, los matemdticos todavia
no lo han descubierto. El valor ldgico de Ay también es unico, pero es probable que se va a
descubrir nunca.

Ejemplo 5 (No proposiciones). Los siguientes enunciados no son proposiciones.
e Bi: Los poemas de Pablo Neruda son geniales.
e By : La tierra es el unico planeta del.
e By : 1+ 2.
Un caso especial sera el enunciado
e (1 : n es un namero par.

El enunciado C7 no es una proposicion en estricto rigor: depende de una variable n y por lo
tanto no tiene valor 16gico tinico. La variable n se llama variable libre, y usaremos la notacion
C1(n) para anotar que C; depende de n. Cp(n) se transforma en una proposicion si se asigna
un valor particular a n. Se dice que C1(n) es una proposicion condicional. En lo que sigue,
vamos a usar solamente la palabra proposicion para referirnos a proposiciones y propociciones
condicionales. Es posible usar conectivas légicas para combinar proposiciones, y asi fabricar
nuevas proposiciones. Las conectivas l6gicas mas comunes son las siguientes:



(1)

(iii)
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Negacion: Agregamos a una proposicion A la palabra no, entonces obtenemos la proposi-
cion —A, la negacion de A. El valor l6gico de —A es ¢ si el valor 16gico de A es f y al reves:

Al-A
e | f
[l e

Hay que tener cuidado al negar proposiciones. Por ejemplo, la negacion de “Todos los
perros son negros” no es “Todos los perros mo son negros”, sino “Existen perros que no son
negros”.

Disyuncion: Combinamos dos proposiciones A y B con la palabra o, entonces obtenemos
la proposicion AV B, la disyuncion de A y B. La proposicion A V B es correcta si A, o B,
o ambas son correctas, en el caso contrario es falsa:

A|B|AVB
c|c c
flec c
c | f c
frr) f

Conjuncién: Combinamos dos proposiciones A y B con la palabra y, entonces obtenemos
la proposicién A A B, la conjuncién de A y B. La proposicion A A B es correcta si y solo
si Ay B son correctas ambas.

A|B|ANB
C C C
flel f
c|f] f
Frrl f

Implicacion: Combinamos dos proposiciones A y B con las palabras Si - entonces, en-
tonces obtenemos la proposicion A = B, A implica B. La proposicion A se llama premisa,
y la proposicién B conclusion.

Recordamos que queremos definir el valor logica de A = B para cada combinacién de
premisa y conclusion:

A|B|A=B
c | c ?
fle ?
c | f ?
fl7r 7
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Recordamos la implicacion “Si voy de wvacaciones, entonces voy a leer un libro”. Si real-
mente voy de vacaciones (premisa correcta) y leo un libro (conclusion correcta), entonces la
implicacion es correcta, es decir, el valor logico de A = B es ¢. Para obtener el valor en la
segunda fila, consideramos lo siguiente: A : “Todo chileno es Pablo Neruda, y Pablo Neruda
es humano” es obviamente falso B : “Todo chileno es humano” obviamente correcto, y la
implicacion “Si todo chileno es Pablo Neruda y Pablo Neruda es humano, entonces todo
chileno es humano”, obviamente correcta. Para asignar el valor en la tltima fila, consider-
amos A : “Todo chileno es Pablo Neruda y Pablo Neruda es escritor” y B : “Todo chileno
es escritor”. Ambas son falsas, pero la implicacion “Si todo Chileno es Pablo Neruda y
Pablo Neruda es escritor, entonces todo Chileno es escritor”. Nos falta solamente el tercer
caso, donde A es correcto y B es falso. Ya hemos visto en la introduccion que si voy de
vacaciones sin leer un libro, entonces “Si voy de vacaciones, entonces voy a leer un libro”
es obviamente falso. Obtenemos lo siguiente:

A|B|A=B
C C C
flec c
c|f f
fif ¢

Recordamos Teorema 3, que establece la veracidad de una implicacion. Si la premisa es
falsa, por ejemplo, n = 3, entonces el Teorema dice absolutamente nada sobre la paridad
de 32. Segin la tabla de verdad de arriba, nos podriamos encontrar en la segunda o en
la tltima fila, es decir 32 podria ser par o no. Obviamente no es par, pero Teorema 3 no
permite concluir eso.

Equivalencia: Combinamos dos proposiciones A y B con las palabras si y solo si, entonces
obtenemos la proposicion A < B, A equivalente a B. La proposiciéon A < B es correcta
siempre que A y B tengan el mismo valor logico:

A|B|A&eB
& & &
fle f
c | f f
s c

Una expresion que contiene variables que representan proposiciones y conectivas logicas se llama
féormula proposicional. Férmulas proposicionales sintacticamente correctas tienen un valor
l6gico que depende de la asignacion de los valores logicos de las variables. También usaremos
la proposiciéon A < B, que significa nadas mas que B = A. Notamos que A = VB no
es una formula proposicional, tampoco A=( = B). Sin embargo, la sintaxis de férmulas
proposicionales no es materia de este curso.
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1.2 Férmulas proposicionales universales

Para demostrar resultados matematicos (o para argumentar bien en general), necesitamos reglas
de inferencia adecuadas. Es obligatorio usar férmulas proposicionales universales (o tautologias),
es decir, férmulas proposicionales que siempre son correctas, independiente de la asignacion de
valores logicos de las variables. Un ejemplo de tautologia es “Jose es chileno o Jose no es
chileno.” Esta proposicion es correcta, no importa la nacionalidad de Jose. Presentamos una
lista de tautologias comunes.

1) AV —A, principio del tercero excluido
2) (A A —=A), principio de no contradiccion
3) == A & A, negacion doble

4) (AN B) = A, eliminacion de conjuncion

(
(
(
(
(5) A= (AV B), introduccion de disyuncion
(6) ~(AAB) & (~4)V (<B),
(7) ~(AV B) & (<4) A (=B),

(8) (A= B) < (=B = —A), contraposicion,

(9) (AN (A= B))= B, modus ponendo ponens,
(10) (AN (AV B)) = B, modus tollendo ponens,
(11) (=B A (A= B)) = —A, modus tollendo tollens,
(12) (A= B)A (B=C)= (A= C), modus barbara,
(13) A= B < -(AN-B).

Lema 6. 30862 es un nimero par.

Proof. Sea A = “3086 es un nimero par”, y B =“30862 es un niimero par”. Entonces el Teorema 3
establece A = B. Sabemos que 3086 es un namero par, es decir v(A) = ¢. Por modus ponendo
ponens obtenemos v(B) = c, es decir 30862 es par. O

Lema 7. Sea n € N. Sin? no es par, entonces n no es par.

Proof. Sea A = “n es un nimero par”, y B =“n® es un nimero par”. El Teorema 3 establece
A = B. Sabemos que n? no es par, es decir v(B) = f, o sea v(—B) = ¢. Por modus tollendo
tollens obtenemos v(—A) = ¢, es decir n no es par. O
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1.3 Mas sobre implicaciones

Maneras equivalentes de anotar una implicacion

Usamos una implicacion A = B para decir que conclusion es necesaria para la premisa. En
otras palabras, si no se cumple la conclusion, entonces tampoco la premisa. Si no se cumple B,
entonces la tnica opcion es que se cumple —=A. Vemos entonces que A = B es equivalente a
- AV B, que es justamente la formula (13) de arriba.

Es importante notar que A = B no es equivalente a =A = —B, aunque en la vida cotidiana
muchas veces se ocupa esta equivalencia. Por ejemplo, muchos padres dicen a sus hijos Si no
ordenas tu habitacion, entonces no te compraré un helado, o sea A = B. Esta proposicién no
dice lo que pasa si en hijo realmente ordena su habitacién. Sin embargo, los hijos entienden S%
ordenas tu habitacion, entonces te compraré un helado, o sea = A = —B.

El orden importa

Notamos que el orden de premisa y conclusion importa para un implicacion: “Si soy Pablo
Neruda, entonces soy chileno” no es lo mismo que “Si soy chileno, entonces soy Pablo Neruda”. La
primera proposicion es correcta, la segunda obviamente falsa. Es decir A = B no es equivalente
a B= A

Sobre la veracidad de premisa y conclusiéon

Destacamos que la veracidad de la proposiciéon A = B no dice nada sobre la veracidad de A o
B. Recordamos el ejemplo del inicio, “Si voy de vacaciones, entonces voy a leer un libro”. Esta
implicacion por separada no dice que voy de vacaciones, tampoco dice que voy a leer un libro.
Sin embargo, si la altima implicacion es cierta, y si de verdad voy de vacaciones (la premisa es
correcta), entonces voy a leer un libro (la conclusion es correcta). Eso se refleja en el modus
ponendo ponens de arriba, (A A (A = B)) = B.

La negacion de una implicacion

Dado que A = B es una proposicion, nos podemos preguntar por la negacion A no implica B,
—(A = B). Eso es correcto si y solo si A = B es falso, y segun la tabla de verdad de A = B
eso ocurre solo cuando A es correcto y B es falso, es decir si y solo si A A —=B. Notamos que eso
también lo podemos concluir desde (3) y (13),

A= B) & —an-B) Y an-B

Proposiciones falsas implican proposiciones correctas

Notamos que una implicacion A = B es correcta, ain si A es falso y B es correcto. En otras
palabras, premisas falsas pueden implicar conclusiones correctas. Por ejemplo, supong-
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amos la premisa (falsa) —1 = 1. Elevando al cuadrado los dos lados obtenemos la conclusion
(correcta) 1 =1.

1.4 Cuantificadores

Expresiones, tantas matematicas como cotidianas, contienen frases como “para todo . ..”, o “existe
un ... 7. Como ya mencionamos arriba, la negacion de “Todos los perros son negros” no es “Todos
los perros no son negros”, sino “Existen perros que mo son negros”. Para formalizar expresiones
de este estilo, se introducen cuantificadores.

El cuantificador universal: Si A(x) es una proposicién que depende de una variable x, y M
es un conjunto, entonces la proposicion

Ve e M : A(z)
es correcta si y solo si
para todo & € M la proposicion A(x) es correcta.

El cuantificador existencial: Si A(z) es una proposicion que depende de una variable x, y M
es un conjunto, entonces la proposicion

dr e M : Ax)
es correcta si y solo si
existe por lo menos un = € M tal que la proposicion A(z) es correcta.

Por ejemplo, sea A(z) = “x es un nimero par”. Entonces,

e Vn € N: A(n) es falso (no todos los nimeros naturales son pares),

e dn € N: —A(n) es correcto,

e Vn € N: (A(n) = A(n?)) es correcto (por el Teorema 3),

e Vn € N: (=A(n?) = -A(n)) (por Lema 7).

Es comun trabajar con proposiciones que contienen cuantificadores combinados. Por ejemplo,
consideramos la proposiciéon

“Para cada nimero natural n € N existe un nimero natural m € N tal que m es mayor que n”.
Usando cuantificadores, podemos anotar esta proposicién como
VneN:dmeN:m>n.

Lema 8. La proposicion (Yn € N:3m € N:m > n) es correcta.
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Proof. thc O

Notamos que cuantificadores universales y existenciales no se pueden intercambiar en general.
Eso se manfiesta en la ultima demostracion, pues el m que se elige depende de n. La proposicion

“Existe un numero m € N tal que para cada nimero natural n € N m es mayor que n”

es obviamente falsa.
Tal como en la secciéon XXX, presentamos una lista de férmulas proposicionales universales que
contienen cuantificadores, que sirven como reglas de interferencia en demostraciones.

(1) =(Vz e M : A(x)) & Jx € M : -A(x)
—(Jr e M : A(x)) & Ve e M : -A(zx)

(2) Ve MVye N : Ax,y)) & (Vye NVax e M : A(z,y))

(JreM3Iye N:Ax,y)) < (Jye N3z e M : A(z,y))
(FzeMVye N:A(zx,y) = Yye NIz e M : A(z,y))

Destacamos que la implicacion (3z € M Vy € N : A(z,y)) < Vy € N 3z € M : A(z,y))
no es correcta, como explicamos arriba.

3) Vee M: ((Vye M: A(y)) = A(x))
Vee M: (A(z) = (3y € M : A(y)))

(4) Vre M :Alx)) N\B<Vre M: (Al(x) A\ B)
(JzeM:A(x)) N\B< 3x e M : (A(x) A B)

Ademas, se usan las siguiente notaciones: dlx significa que existe un tnico x, es decir,
MrxeM:Alx) e Jzee M : A(x) N(Ve,y € M : A(x) NAy) = y = x).
Notamos la siguiente tautologia,
(5) AMx e M:A(x) =3Iz e M : A(x).
El cuantificador fz significa que no existe x, es decir

Bre M: Alz) & -3z € M : A(x)).

1.5 Conjuntos

Segun el matematico Georg Cantor, un conjunto es una coleccion de objetos de nuestra imagi-
nacion, distintos entre si, considerada en si misma como un objeto. Esta definicion no es muy
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rigurosa, pero suficiente para nosotros. Los objetos que integran un conjunto se llaman elemen-
tos del conjunto. Si z es elemento del conjunto A, entonces se escribe x € A. Si x no es un
elemento de A, se escribe ¢ A. Un conjunto se caracteriza Gnicamente por sus elementos:

A=B& Vr:z€c A xeB). (1.2)

Si A = B no es correcto, entonces se escribe A #% B. En general anotamos conjuntos como
A ={...}. Existen varias formas de anotar conjuntos:

(1) Por extensiéon: Anotando todos los elementos del conjunto, por ejemplo
{1,2,7,1017} .
Esta manera de anotar conjunto solo sirve para conjuntos finitos.
(1) Por construccion: Anotando una caracteristica que define los elementos: el conjunto
{z | A(z)} o también {z: A(z)}

contiene todos los elementos que cumplen con la propiedad A(z). Algunas propiedades
muy basicas se escriben al principio, por ejemplo

{r|neNynpar}={neN|npar}.

(1) Por extension con etc.: Anotamos un par de elementos, agregamos ..., y esperamos
que se entiende automaticamente lo que viene. Un ejemplo seré
{2,4,6,...}.

Al parecer este conjunto contiene todos los niimeros naturales pares,
{2,4,6,...} ={n|neNyn par}.

Esta notacion es problematica, pues el lector tiene que interpretar. Si existe la minima
duda que esta notacioén puede fabricar ambiguedades, entonces hay que evitarla.

De la definiciéon de igualdad de conjuntos 1.2 concluimos que el orden al anotar un conjunto no
importa, y que un elemento no pueder ser elemento mas que una vez (aunque se puede anotar
varias veces):

{1,2,3,4} = {4,3,2,1} = {1,2,2,3,3,3,4,4,4,4} .
Conjuntos pueden contener otros conjuntos como elementos:
{{1,2},3,4} #{1,2,3,4} .

Un conjunto muy importante es el conjunto vacio () = {} que contiene ninguna elemento.
Notamos que {} contiene ningin elemento, mientras {{}} contiene exactamente un elemento (el
conjunto vacio). En particular, {} # {{}}. Sin embargo, notamos que

{} ={n € N:n par e impar}.

Podemos comparar conjuntos.
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Definicién 9 (Comparar conjuntos). Sean A y B conjuntos.

(1) Se dice que A es un subconjunto de B, A C B, si cada elemento de A también es elemento
de B,

ACB& (Ve:x€e A=z € B).

A D B significa B C A. Notamos que A € B y A C B no es lo mismo! Por ejemplo,
a € {a,b} y {b} C {a,b} son correctos, pero a C {a,b} y {b} € {a,b} son falsos. Notamos
que ) C A para todo conjunto A, en particular ) C (.

(2) Se dice que A mo es un subconjunto de B, A ¢ B, si =(A C B) es correcto, o sea
A¢B& (Jr:xe€ANx ¢ B).
A 2 B significa B ¢ A.

(8) Se dice que A es un subconjunto estricto de B, A C B, si A es subconjunto de B pero
B contiene elementos adicionales, es decir

ACB& (ACB)A(A4B).

A 2 B significa B C A.

Podemos combinar conjuntos para generar nuevos conjuntos.
Definiciéon 10 (Nuevos conjuntos). Sean A y B conjuntos.

(1) La union de A y B, AU B, es el conjunto que contiene todos los elementos que son

elementos de A o de B (o de los dos),
AUB={z|z€ AVz € B}.

Notamos que AUB = BUA. Ademds, AU(BUC) = (AUB)UC, y por lo tanto podemos
escribir AU BUC' sin ambiguedad.

(2) La interseccion de A y B, AN DB, es el conjunto que contiene todos los elementos que son
elementos de A y también de B,

ANB={z|z€ ANz € B}.

Notamos que ANB = BN A. Ademds, AN(BNC)=(ANB)NC, y por lo tanto podemos
escribir AN BN C sin ambiguedad.
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(3) El conjunto potencia P(A) de un conjunto A es el conjunto cuyo elementos son todos
los subconjuntos de A,

P(A)={B|BC A}.
Notamos que P(0) = {0}.

a diferencia de A y B, , es el conjunto de todos los elementos de A que no son
4) La dif a de Ay B, A\ B l de todos los el de A
elementos de B,

A\B={z |z € ANz ¢ B}.

También podemos tomar uniones e intersecciones de una infinita cantidad de conjuntos.
Definiciéon 11 (Nuevos conjuntos pt. 2). Sea M un conjunto cuyo elementos son conjuntos.

(1) La union de M, UM o también |J,crq A, contiene todos los elementos que aparecen en
por lo menos uno de los elementos de M,

UM ={z|34e MArz e A}.

(2) La interseccion de B, [\ M o también () 4c o A, contiene todos los elementos que aparecen
en todos los elementos de M,

(M ={z|VA: Ac M=z c A}.

0

Definiciéon 12 (Par ordenado, Producto cartesiano). Sean A, B dos conjuntos ya € A, b € B. El
conjunto {{a},{a,b}} se llama par ordenado (o 2-tupla), y se denota como (a,b). El producto
cartesiano A x B es el conjunto de todos los pares ordenados,

Ax B:={(a,b)|a€c A, be B}.
O

Notamos que dos pares ordenados (a,b) y (a’,b") son iguales si y solo sia =a’ y b =1, es decir,
el orden importa. Por ejemplo, (2,7) # (7,2) (recordamos que para conjuntos si {2,7} = {7,2}).
Por induccion podemos definir también n-tuplas (a1, ase, ..., ay,) y productos Ay x As x --- X A,
para n € N. Usaremos la notacion H;‘Zl Aj=A1 x Ay x -+ X A,y

Ejemplo 13. Sea A = {1,2,3} y B ={4,5}. Entonces AxB = {(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)}.
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1.6 Relaciones y funciones

Definiciéon 14 (Relacion). Sean A, B conjuntos. Un subconjunto R C A x B se llama relacion
(entre A y B). Si (a,b) € R, entonces se dice que a y b estan relacionados, y se escribe aRb.

Ejemplo 15. Sea A = B =N, y definimos la relacion < por
< ={(a,b) e NxN|a<b}.

Definicion 16. Sea A un conjunto. Una relacion R C A X A se llama relacion de equivalen-
cta, si y solo si cumple con las tres siguientes propiedades:

(i) Ya € A : aRa (reflexividad),
(ii) Ya,b € A:aRb= bRa (simetria),
(#i) Ya,b,c € A:aRbAbRc = aRc (transitividad).
Ejemplo 17. Sea A un conjunto.
(i) La “igualidad” R = {(a,a) | a € A} es una relacion de equivalencia.
(ii) La relacion “todo” R = {(a,b) | a,b € A} es una relacion de equivalencia.

Definicién 18 (Funcion). Sean A, B conjuntos no vacios. Sea Ry una relacion entre A y B tal
que para cada a € A existe tnico b € B tal que aRsb, es decir

Vac A:3b e B:aRyb.

Entonces Ry se llama funcion de A a B, y usaremos la notacion f : A — B. En vez de
aR¢b se escribe b = f(a)t. El conjunto de partida A se llama dominio, y el conjunto de
llegada B se llama codominio. El conjunto {f(a)|a € A} se llama tmagen de f. Si C C A,
entonces f(C) = {f(a) | a € C} se llama imagen de C bajo f. Si D C B, entonces f~1(D) =
{a € A| f(a) € D} se llama imagen inversa de D bajo f.

Ejemplo 19. Una funcion muy importante es la tdentidad: Sea A un conjunto mo vacio y
definimos idg : A — A por id(a) = a.

Definicion 20. Sean A, B conjuntos no vacios y f : A — B una funcion. La funcion f se llama

(i) inyectiva, si para cada b € B existe no mas de un a € A con b= f(a). En otras palabras,
Vae A:Vad' € A: (f(a) = f(d)=a=d).

(ii) sobreyectiva, si para cada b € B existe un a € A con b= f(a). En otras palabras,

Vbe B:Jdac A:b= f(a).

Dado que para cada a € A existe tinico b € B tal que aRsb, esta notacion no es ambigua.
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(i1i) biyectiva, si para cada b € B existe inico a € A con b= f(a). En otras palabras,
Voe B:3lae A:b= f(a).

Lema 21. Sean A, B conjuntos no vacios y f : A = B una funcidn. Entonces f es biyectiva si
y solo si es inyectiva y sobreyectiva.

Proof. Hagamos la demostracién en dos partes.

biyectiva = inyectiva y sobreyectiva: Sea f: A — B biyectiva, es decir

Vbe B:3lac A:b= f(a).
Segun la tautologia (5) en Seccion 1.4, obtenemos
VoeB:3ac A:b= f(a),

lo que muestra que f : A — B es sobreyectiva. Ahora mostramos que f es inyectiva. Recordamos
de la Secciéon 1.4 que

FlacA:b=f(a)] = [GacA:b=f(a))A(Va,a' € A:b= f(a) Nb= f(d) = a=d)].
Eliminando la conyuncién, obtenemos
[BlacA:b= f(a)] = [Va,d € A:b=fla) Ab= f(d) = a=d].

De la biyectividad de f : A — B obtenemos

Vbe B:Va,a' € A: (b= fla)Ab= f(d)=a=d).
Intercambiando los cuantificadores universales obtenemos

Va,a' € A:Vbe B: (b= f(a) Ab= f(d)=a=4d).
Sean a,a’ € A cualquieras pero fijos, entonces

Voe B: (b= fla)Ab= f(d) = a=1d),
y dado que f : A — B es una funciéon, podemos elegir b = f(a) y obtenemos
fla) = f(a) A fla) = f(a) = a=d.

Dado que siempre f(a) = f(a), queda
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Dado que a,a’ € A cualquieras, obtenemos
Vace A:Vd' € A: (f(a)=f(d)=a=4d),
lo que es la definicién de inyectividad de f: A — B.

inyectiva y sobreyectiva = biyectiva: Sea b € B cualquiera pero fijo. Dado que f: A — B es
inyectiva,

Vac A:Va' € A: (f(a)=f(d)=a=d)
Notamos que [b = f(a) Ab= f(a’)] = f(a) = f(d’), y por lo tanto
Vac A:Vd' e A: (b= fla)Ab=f(d)=a=4d).

Combinamos esta tltima proposicién con la sobreyectividad de f: A — B, obtenemos

(JacA:b=fa)A(Vac A:Vd' € A: (b= f(a)Nb= f(d) = a=4d)),
lo que significa por definicién que 3la € A : b= f(a). Dado que b € B cualquiera, obtenemos

Vobe B:Jlac A:b= f(a),

osea f: A — B biyectiva. O

Definicion 22. Sean A, B, C' conjuntos no vacios y f : A — B yg: B — C funciones. Entonces
se define la combinacion go f : A — C por (go f)(a) = g(f(a))

iCuidado! Para hacer esta definicion deberiamos primero verificar que realmente define una
funciéon go f : A — C: Para cada a € A, existe tnico b € B con b = f(a). Para cada b € B,
existe tnica ¢ € C tal que ¢ = ¢g(b). En particular, para cada a € A existe tnico ¢ € C tal que

a=g(f(a)).

Notamos que en la notacion g o f, primero se aplica la funcion f y despues se aplica la funcion
g. Relaciones son conjuntos, y por lo tanto dos relaciones R; y Ro entre A y B son iguales si
son iguales como conjuntos. Si Ry y Ry son funciones de A a B, entonces su igualdad se puede
caracterizar como

f=g&VacA: f(a) = g(a). (1.3)

Proposicion 23. Sean A, B,C, D conjuntos no vacios y f: A—B,g: B—-Cyh:C — D
funciones.

(1) La combinacion es asociativa, (hog)o f=ho(go f).

(ii) Se tiene idgpof = f ygoidp = g.
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(iii) Si f y g ambas son inyectivas/sobreyectivas/biyectivas, entonces gof es inyectiva/sobreyectiva/biyectiva.
Proof. Para mostrar el punto (i), segn (1.3) es suficiente verificar
Va € A:[(hog)o fl(a) =[ho(go f)l(a).
Sea a € A. Aplicamos la definiciéon de combinaciéon de funciones para ver
[(hog)o fl(a) = (hog)(f(a)) =h(g(f(a))) =h(go fla)) =[ho(go f)l(a).

Para verificar (ii), sea a € A. Notamos f(a) € B, y por lo tanto idg(f(a)) = f(a). Ahora
mostraremos (iii) en el caso de que f y g sean inyectivas. El objetivo es mostrar que go f es
inyectiva, es decir

Vac A:Va' € A:gof(a)=gof(d)=a=d.

Sean entonces a,a’ € Ay go f(a) = go f(a'). Dado que g es inyectiva, conluimos f(a) = f(a').
Dado que f es inyectiva, concluimos a = a’. Finalmente, mostraremos (iii) en el caso de que f
y g sean sobreyectivas. El objetivo es mostar que g o f es sobreyectiva, es decir,

VeeC:Jda€e A:c=go f(a).

Sea ¢ € C. Dado que g : B — C es sobreyectiva, existe b € B con ¢ = g(b). Dado que f es
sobreyectiva, existe a € A con b = f(a). Vemos que ¢ = g(f(a)). O

Definicion 24. Sean A, B conjuntos no vacios y f : A — B una funcion. Una funciong: B — A
se llama

(i) inversa por la izquierda de f, si go f =idy4.
(ii) inversa por la derecha de f, si fog=idp.
(iii) inversa, si es inversa por la izquierda y por la derecha.

Lema 25. Sean A, B conjuntos no vacios y f : A — B una funcion. Sea g; : B — A una
izquierda por la izquierda, y gq : B — A una izquierda por la derecha. Entonces g; = gq, y esta
funcion es una inversa de f.

Proof. Mostramos primero que g; = gq4:

1 2 3 4. 5
gi=gioidp =gio(fogq) =(giof)ogs=1idaogqg = ga-

donde usamos Proposicion 23, (ii) en 1, que gq es inverza por la derecha en 2, la asociatividad
de la combinacion en Proposicion 23, (i), en 3, que g; es inverza por la izquierda en 4, y otra vez
Proposicion 23, (i7) en 5. Dado que g; = g4, obtenemos que es inversa. ]

Corolario 26. Sean A, B conjuntos no vacios y f : A — B una funcion. Entonces f tiene a lo
mas una Inversa.
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Proof. Sean g1 y go inversas de f. En particular, g; es inversa por la izquierda, y go es inversa

por la derecha. Segun Lema 25, g1 = ¢o.

Comentario 27. La inversa por la izquierda (o por la derecha) en general no es inica.

Mas adelante demostraremos el siguiente resultado:

Lema 28. Sean A, B conjuntos no vacios y f : A — B una funcion.
(i) La funcion f es inyectiva si y solo si tiene una inversa por la izquierda.
(ii) La funcion f es sobreyectiva si y solo si tiene una inversa por la derecha.

(iii) La funcion f es biyectiva si y solo si tiene una inversa.

O
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Chapter 2

Espacios vectoriales

Siempre N ={1,2,3,...} y Ng = {0} UN.

2.1 Preliminares algebraicos

Definiciéon 29 (Operacion binaria, estructura algebraica). Sean A, B conjuntos no vacios. Una
funcion o : A x B — B se llama operacion binaria (sobre A y B). Si A = B, entonces el par
(A, o) se llama estructura algebraica.

Si o es una operacion binaria y a € A,b € B, entonces escribiremos a o b en vez de o(a, b).

Definiciéon 30 (Leyes algebraicas). Sea (A, o) una estructura algebraica, entonces se definen los
siguientes leyes algebraicas.

(i) Asociatividad:

Va,b,ce A: (aob)oc=ao(boc).

(i) Existencia de elemento neutro:

Jdec AVace A: eoa=aoe=a.

(iii) Existencia de elementos inversos:
Vac Add € A: aod =d oca=e,
donde e es el elemento neutro del punto anterior.
(iv) Conmutatividad:

Va,be A: aob=boa.

23
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Si o = 4 es una suma, entonces el elemento neutro se denomina usualmente con el simbolo 0,
mientras el elemento inverso de a se denomina —a. Si o = - es un producto, entonces el elemento

neutro se denomina usualmente con el simbolo 1, mientras el elemento inverso de a se denomina
a~! o también %

Teorema 31. Sea (A,o) una estructura algebraica. Si existe un elemento neutro, entonces es
unico. Ademds, si para a € A existe un elemento inverso, entonces es inico.

Proof. Sean ey, ey elementos neutros, entonces e; = e1 o eg, pues es es neutro. Por otro lado,
€9 = €1 0 eg, pues e es neutro. Por lo tanto, e; = es. Ol

Definiciéon 32. Una (A, o) estructura algebraica se llama grupo, si cumple con (i), (ii), y (iii).
Si ademds cumple con (iv), entonces se llama grupo conmutativo (o grupo abeliano).

Notamos que el conjunto vacio () no es un grupo. Aunque si se cumple (7) y (#i), no se cumple
(79) (existencia de elemento neutro).

Ejemplo 33 (Grupos). o (Z,+) es un grupo abeliano.
e (N,+) no es un grupo, pues no hay elemento neutro.
e (No,+) no es un grupo. Hay elemento neutro, pero no hay elementos inversos.

e (Z,-) no es un grupo. Hay elemento neutro, pero todos los z € {1,—1} no tienen elementos
INVErsos.

Definiciéon 34. Sea A un conjunto no vacio y ®, ® dos operaciones binarias sobre A. Si (A, ®)
es un grupo conmutativo con elemento neutro 0 y (A\{0} ,®) es un grupo conmutativo, y ademds
se tiene

(v) Distributividad:

Va,bc€ A: a® (b®c)=(a0b) @ (a®c) y (a®b)©c=(a®@c)D(bOc),

entonces (A,®,©®) se llama cuerpo.

Ejemplo 35 (Cuerpos). (Q,+,-), (R,+,-), v (C,+,-) son cuerpos. Es decir, la aritmética
clasica que conocemos en los numeros racionales, reales, y complejos cumplen con las leyes arit-
meticas que caracterizan un cuerpo.

Para representar vectores en mas dimensiones, necesitaremos productos de grupos. Por ejemplo,
si (A,04) y (B,op) son grupos, entonces el producto cartesiano A x B naturalmente se puede
transformar en un grupo con la operacion binaria o : (A x B) X (A x B) — A x B definida por

(a1,b1) o (ag,b2) = (a1 04 az, by op ba).
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Lema 36. Sean (Aj,o;) grupos para 1 < j < mn € N. Entonces el producto cartesiano H?Zl A
con la operacion o definida por

(a1, an) o (br, ..., bn) i= (a1 01 b1, ... an 0o by)

es un grupo. Este grupo es conmutativo si y solo si todos los grupos (Aj , oj) son conmutativos.

El elemento neutro en H?:l Aj es (e1,...,ey), donde ej es el neutro en Aj, y el inverso de
/ / ! :

(a1,...,an) es (aj,...,a,), donde a’; es el inverso de a;.

Proof. Verificamos solamente la asociatividad, las otras leyes algebraicas se verifican de la misma
n
manera. Sean (ai,...,an), (b1,...,bn),(c1,...,¢cn) € szl Aj, entonces

((a1y...,an) 0 (b1,...,by)) o (c1,y .. cn) =

(a1 01 b1,...,an 0, by) 0 (C1,. .., Cn)

= ((ago1b1)oct,...,(ay oy by)ocy)

= (a1 01 (b1oct),...,an0n (byocy))

= (ay,.. )O(blocl,...,bnocn)

= (a1,...,an) 0 ((by,...,bn) o (c1,...,¢n)),

donde en la primera, segunda, tltima y pentltima y tltima identidad usamos la definiciéon de o,
y en la tercera identidad usamos la asociatividad de cada grupo (A4;,0;). O

Lema 37. Sea (A,0) un grupo. Sea a € A con a = aoa. Entonces a = e.

Proof. Sea a € A con a=aoa. Sea a' el inverso de a, entonces

e=aod =(aoa)od =ao(aod)=aoce=a.

2.2 Espacios vectoriales

Para levantar un concepto adecuado de vectores v en un espacio vectorial V, usaremos la intuicion
que tenemos de fuerza o velocidad:

Vectores se pueden sumar, y la suma no depende del orden en que se suma.

Para considerar el punto (1), vamos a pedir entonces que (V,+) sea un grupo conmutativo,
donde + denota la suma de vectores.

Ademas, queremos resolver sistemas lineales. Por ejemplo, si tenemos fuerzas en el plano

Ul (% I
u = , V= , X = s
<u2> <”2> <@/2>
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entonces queremos saber como combinar u y v para generar x. Es decir, buscamos nimeros «, 3
tal que au + Bv = x, en otras palabras

U v x
al 1) + 154 Ly =("1).
u2/) U2 Y2
Si u1v9 — uguy # 0 entonces existe tnica solucion dada por

V221 — U122

ULV2 — UV
_ TU2xy + u1T2
N U1V — UV, '
Concluimos que para calcular a y 3, tenemos que sumar y multiplicar - por lo tanto, vamos a
pedir que los nimeros sean elementos de un cuerpo (K ,+,-). Es comun usar la palabra escalar
en vez de numero. También necesitaremos una operaciéon que realiza el producto de un escalar

con un vector, « - u (es la operacion que arriba hemos anotado simplemente como au).

Definicion 38 (Espacio vectorial). Sea (K ,+,-) un cuerpo y (V,®) un grupo conmutativo.
Sea ® : K x V — V una operacion binaria. Se dice que (V,®) es un espacio vectorial sobre
(K ,+s '); 51

(i) a®udv)=(a0u)®(aov)
(i) (04 B) Ou=(aOu)& (80 u)
(iii) (a-B) Ou=a© (80 u)

(iv) 1®u=u.

para todo o, € K yu,v € V, donde 0 es el elemento neutro de (K ,+) y 1 es el elemento
neutro de (K \ {0} ,-). O

En la dltima definicién hay cuatro operaciones aritmeticas diferentes: la suma de escalares +,
el producto de escalares -, la suma de vectores @, y el producto de escalar con vector . El
producto de un escalar o con un vector v muchas veces lo anotamos sin simbolo, av. A partir
de los elementos que se estdn combinando sabremos a cual operacion se refiere. El elemento
neutro de (V, @) se denota por 0, y el elemento neutro de v € V se denota por —v, es decir
v & (—v) = 0. El elemento neutro de o € K lo denotamos por —a;, es decir, a + (—a) = 0.

Teorema 39 (Propiedades aritmeticas en espacios vectoriales). Sea (V,®) es un espacio vec-
torial sobre (K ,+,-). Entonces para todo « € K yv € V se tiene lo siguiente.

(i) a0 =0,
(ii) Ov = 0,
(iir) (—a)v = a(=v) = —(av),
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(iv) av=0 = a=0Vv=0.
Proof. Para verificar (7), notamos
a0 =a (04 0) = a0 & a0,

donde usamos que 0 es el neutro en (V, @) y la definicion de espacio vectorial. Segin Lema 37,
a0 = 0. Para verificar (i7), notamos

0v=(0+0)v =0v + 0v,

donde usamos que 0 es el neutro en (K, +) y la distributividad. Segtin Lema 37, Ov = 0. U

2.3 Ejemplos de espacios vectoriales

El espacio de coordenadas

Sean € Ny (K,+,-) un cuerpo (por ejemplo, R o C). En particular, (K,4) es un grupo
conmutativo y, por el Lemma 36, el producto cartesiano

K”:HK:{(ul,...,un)]ujeraratodojzl,...,n}
j=1

es un grupo conmutativo con la suma
(Ugy .y tp) B (V1 0n) = (UL + V1, .oy Uy + p). (2.1)
Definimos ademés el producto - : K x K™ — K" por
a® (U, ... Uup) = (U, ..., Up). (2.2)

Entonces, (K™, @) es un espacio vectorial sobre (K ,+,-), se le dice espacio de coordenadas
K™,

Verifiquemos que se cumple la propiedad (7) de la Definicion 38: Seaav € K yu = (uy,...,uy),v =
(v1,...,0,) € K™ Vemos que

I®

a®@av) La® urtvr, o) L (@ (untv1), o (n + va)

(quy + avy, ..., auy, + avy,) @ (quy,...,cuy) ® (auy,...,qv,)

I® e

(@ ® (U1, yup)) ® (@® (V1,...,0)) = (@@u)® (@O V)

donde en (1) usamos la definicion de la suma (2.1), en (2) usamos la definicion del producto (2.2),
y en (3) usamos la distributividad del cuerpo (K ,+,-) de Definicion 34.

Ejemplo particulares son R™ y C".
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El espacio de las matrices

Sean,m € Ny (K ,4+,-) un cuerpo (por ejemplo, R o C). Sea K™*" el conjunto de las matrices
con m filas y n columnas

Uil o Ulnp
K™ = : : ujr € K paratodoj=1,....myk=1,...,n
Um,1 ** Umn
Con la suma
Uyl ot Ulp V1,1t Uin Uil +vr o Uln T Uin
@ _ ) )
Um,1 *° Umn Um,1 " Umn Um,1+Um1 “° Umnt+ Unn
y el producto
U1 o Uln auy; v QUi
ao | o= ]
Um,1 *° Ummn QUm,1  QUmn

)

el conjunto K™*™ es un espacio vectorial sobre (K ,+,-).

El espacio de las funciones

Sea (K ,+,-) un cuerpo (por ejemplo, R o C), y M un conjunto no vacio. Definimos el conjunto

de todas las funciones de M a K, KM = {f | f: M — K}. Con la suma

P _{M—>K
T \m e f(m) + g(m),

y el producto

a@f{M—LK

m— a- f(m),

el conjunto K™ es un espacio vectorial sobre (K ,+, ).

Comentario 40. El espacio K™ es un caso especial de K™*™ para m = 1, y también es un caso
especial del wltimo ejemplo para M = {1,...,n}, es decir, K" = K{on}
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2.4 Subespacios

Un espacio vectorial V sobre K es, entonces, un conjunto que nos permite sumar elementos y
multiplicarlos con escalares de K sin salir de V mismo, es decir, V es cerrado bajo la aritmética
que se define. Probablemente existen subconjuntos de V que son cerrados bajo la aritmética.
Estos subconjuntos son espacios vectoriales por si mismo.

Definicion 41. Sea V un espacio vectorial sobre K y U C V. Si U, con la aritmética de V,
por st mismo es un espacio vectorial sobre K, entonces se dice que U es un subespacio, U < V.

El siguiente resultado nos permite verificar facilmente si un subconjunto es realmente un sube-
spacio.

Teorema 42. Sea V un espacio vectorial sobre K y U C V. Entonces, U < 'V si y solo si se
cumplen las tres condiciones siguientes,

(1) 0 € U,
(i) Yu,v e U:udve U,
(i) Vu e U:Va € K : au € U.

Proof. Si U < V| entonces las tres condiciones se cumplen por definicion. Mostramos ahora que
las tres condiciones implican que U < V. Primero verificamos que (U, @) es un grupo conmuta-
tivo: La condicion (i¢) implica que (U, @) es una estructura algebraica, es decir, cerrada bajo la
suma. La condicion (i) asegura que existe el elemento neutro. Asociatividad y conmutatividad se
transmiten por herencia de V a U. Falta demostrar que existen elementos inversos. Sea u € U.
Por la propiedad (ii7) obtenemos (—1)u € U. Vemos

(—)u=—(1u) = —u

donde usamos (i7i) del Teorema 39 para la primera identidad, y (iv) de la Definicion 38 para la
segunda. Concluimos —u € U, o sea existencia de elementos inversos. Es decir, (U, @) es un
grupo conmutativo. Ademas, ® : K x U — U por la condicion (iii). Los puntos (i)—(iv) de la
Definicién 38 se transmiten por herencia de V a U. O

Para verificar entonces si U < V|, tenemos que verificar las tres condiciones del dltimo resultado.

Ejemplo 43 (Subespacios triviales). Sea V un espacio vectorial sobre K y 0 el elemento neutro

de @.
(i) U es subespacio de U.

(ii) {0} es subespacio de U.
Ejemplo 44. Sea R? el espacio de coordenadas.

(i) El plano horizontal {(u1,us2,0) | u1,us € R} es un subespacio de R3.
(ii) El plano {(u1,u2,u3) | u1 + 3ug = 4ug} es un subespacio de R3.

(iii) El plano {(u1,u2,u3) | u1 + 3ugy = 4ug + 1} no es un subespacio de R3.
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2.4.1 Intersecciones de subespacios
La interseccion U; N U, de subespacios de V es un subespacio. De hecho, tenemos lo siguiente.

Teorema 45. Sea V un espacio vectorial sobre K. Sea M un conjunto no vacio de subespacios
de V. Entonces

(fM<V.
Ademds, (1M es el subespacio mas grande contenido en todos los U € M, es decir

(W§VtalqueVUGM:WCU)iWCﬂM.
Proof. tbc. O

Para un subconjunto A C V, podemos intentar de encontrar el subespacio mas pequeno de V
que contiene A.

Definicion 46. Sea V un espacio vectorial sobre K. Si A C V y
M={U|JACU<LV}
es el conjunto de todos los subespacios de V que contienen A, entonces el subespacio
[A] =M

se llama el espacio generado. Si [A] = V, entonces A se llama sistema generador de
V. O

Notamos que si U < 'V es un subespacio que contiene A, es decir A C U, entonces por definicion
de [A] se tiene [A] C U, asi que efectivamente [A] es el subespacio mas pequeno que contiene

A.

Definicion 47. Sea V un espacio vectorial sobre K yuy,...,u, € V. Elvector u € V se llama
combinacion lineal de uy,...,u, € V, si existen aq,...,a, € K tal que

u=aoaiu; D - Dayuy,.
Los a, ..., a se llaman coeficientes. Si A C 'V, entonces el conjunto
span(A) := {u | u es combinacion lineal de elementos de A}

se llama el span de A. [l

A partir de ahora vamos a usar la notacién de sumas,

n
aju; - b ayu, = g o u;.
Jj=1
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Teorema 48. Sea V un espacio vectorial sobre K y A C 'V un conjunto no vacio. Entonces
(i) A Cspan(A) <V,
(1) Si U <V con A C U, entonces span(A) C U.

Proof. Para mostrar (i), verificamos primero que A C span(A). Sea u € A, entonces por
Definicion 38, (iv), u = lu, y por lo tanto u es una combinacion lineal de elementos de A (de
u mismo, de hecho), asi que u € span(A). Para verificar span(A) < V., mostramos los puntos
(7) — (i4i) de Teorema 42 para span(A).

e (i) de Teorema 42: Dado que A no es vacio, existe u € A. Por ser una combinacién lineal,
Ou € span(A), y por Teorema 39 (i7), Ou = 0. Concluimos 0 € span(A).

e (i7) de Teorema 42: Sean u,v € span(A), es decir,

n m
u="> au y o v=Y B,
=1 k=1

con uy,...,Up,Vi,...,Vim E Ay ay,...,ap,B1,...,08n € K. Por lo tanto,

n m
udv= Z aju; @ Z Brvy € span(A).
j=1 k=1

o (iii) de Teorema 42: Sea u € span(A) y a € K. tbc.

Para mostrar (i7), sea U <V con A C U. thc O

Corolario 49. Sea V un espacio vectorial sobre K y A C V un conjunto no vacio. Entonces

[A] = span(A).

Proof. Recordamos que [A] =({U | A C U < V}. Segun Teorema 48 (i), A C span(A) <V,
y por lo tanto

[A] =(){U|A CU<V} Cspan(A).
Por otro lado, sea U <V con A C U. Segin Teorema 48 (ii), span(A) C U, por lo tanto

[A]=({U|ACU<V}>(){span(A) | A C U < V} = span(A).
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2.4.2 Uniones y sumas de subespacios

Para dos subespacios Uy, Uy <V podemos definir la suma
U1 —|—U2 = {U1 D uy | u; € U1,112 S Ug},
y es facil ver que Uy + Uy es un subespacio.

Teorema 50. Sea V un espacio vectorial sobre K. Sea M un conjunto de subespacios de V.
Definimos

Z U:={ueV|IneNtudqueu=oju & - ®ayu, conuj € U; € M}.

UeM

Entonces Y yep U <V, y se llama la suma de todos los U € M. Si se cumple

YW € M : > U|nw={o},
UeM\{W}

entonces se dice que Y yerq U es la suma directa, y se escribe

Ppu=> u

UeM UeM
Proof. tbc. O

Por otro lado, la unién Uy U Us de dos subespacios de V no es un subespacio en general: Uy :=
{(u1,0,0) | u; € R} <R3 Us := {(0,u2,0) | ug € R} <R3, pero U; UU; no es subespacio, pues
no es cerrado bajo la suma. Tenemos el siguiente resultado.

Corolario 51. Sea V un espacio vectorial sobre K. Sea M un conjunto de subespacios de V.

Entonces
> U= {Unm].

UeM
en particular, Y ey U es el subespacio mas pequenio que contiene todos los U € M.

Proof. tbc. O

2.5 Bases y Dimension

Definicion 52. Sea V un espacio vectorial sobre K, n € N. Vectores uy,...,u, € V se llaman
linealmente independientes (sobre K ), si y solo si

n
alul@agug@---@anun:Zajuj:0 = aj=0 Vji=1,...,n.
j=1
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Un subconjunto A C 'V se llama linealmente independiente, si cada combinacion finita de
elementos mutualmente distintos uy,...,u; € A es linealmente independiente. En el caso con-
trario, se dice linealmente dependiente.

Notamos que
uy, ..., u, linealmente independiente < {uy,...,u,} linealmente independiente.
Ejemplo 53. e Los vectores
(1,3,-4,2),(2,2,—4,0),(1,-3,2,—4),(-1,0,1,0)

son linealmente dependientes en R*. Efectivamente, el sistema lineal

1 2 1 -1 0
o | Pl ran| Z  vas | P ran] O =Y
o = 2| -4 2 | (o
2 0 —4 0 0
tiene la solucion no trivial cp = 4,0 = =3, a3 = 2, a4 = 0.

e Las matrices

1 -3 2 -3 7 4 -2 3 11
-4 0 5)'\6 -2 —-7)'\-1 -3 2

son linealmente dependientes, pues
1 -3 2 -3 7 4 -2 3 1 0 00
5<—4 0 5>+3<6 =) —7>+(_2)<—1 3 2>_<0 0 o)'

El conjunto vacio () es linealmente independiente, pues no contiene elementos. Un vector u #
0 es linealmente independiente. El vector O es linealmente dependiente, y V es linealmente
dependiente.

O

Corolario 54 (Unicidad de combinaciones lineales). Sea V un espacio vectorial sobre K.

(i) Siuy,...,u, son linealmente independientes y u es una combinacion lineal, u = 2?21 ajuy,
entonces los o son 1nicos.

(ii)) Sea A C 'V un subconjunto linealmente independiente y 2]:1 aju; = ijl Bjv; dos
combinaciones lineales con uy,..., U, Yy Vi,...,Vy mutualmente distintos. Entonces

ay = B siempre que Uy = Vi,

ay =0 0 B =0 en el caso contrario.



34 CHAPTER 2. ESPACIOS VECTORIALES

Proof. Para demostrar (i), supongamos que 7 ayu; = 37, fju;. Entonces 377 (ay —
Bj)u; =0, y por la independencia lineal concluimos que a; — ; = 0 para todo j =1,...,n.

Para demostrar (i7), entonces

0= Z au; @ Z(—ﬁj)Vj
j=1 j=1
= Z (ag — Br)ug @ Z apuy P Z (_/Bk)vku

wy=vy uy Vi
Vk‘:lu;ﬁvk Vfllle;évk
y concluimos lo enunciado. O
Lema 55 (Dependencia lineal de una lista de vectores). Sea V un espacio vectorial yuy,...,u, €

V. Entonces son equivalentes las siguientes tres propiedades.
(i) ui,...,u, son linealmente dependientes.
(1) 3 € {1,...,n} tal que u; € span({uy,...,u;_1}),
(111) 35 € {1,...,n} tal que span({ui,...,u,}) =span({uy,...,u,} \ {u;}).
Proof. tbc. O

Lema 56 (Dependencia lineal de un conjunto). Sea V un espacio vectorial y A C V. Entonces
son equivalentes las siguientes tres propiedades.

(i) A es linealmente dependiente.
(ii)) Jue A:ue A\ {u}].
(ii)) Ju e A : [A] =[A\ {u}].
Proof. Procedemos a demostrar (i) = (it) = (iii) = (i).

(1) = (4i): Supongamos que A es linealmente dependiente. Por definicion existe una finita can-
tidad de vectores uy,...,u, € A que son linealmente dependientes, es decir Z;‘L:I ajuj = 0 con
los aj no todos igual a 0. Sea, en particular, k € {1,...,n} con oy # 0. Entonces

aju; @ D ag—1U—1 D app1Ug41 O - D apuy = —agug,
o bien

(€51 Q-1 Ok+1 Qi
—ul @ P @

Por lo tanto, uy € span (A \ {ux}) = [A\ {ux}].
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(73) = (14i): Supongamos que Ju € A : u € [A\ {u}]. En particular, u es una combinacion
lineal del elementos de A\ {u}. Sea v € [A] una combinacion lineal de elementos de A. Si en
esta combinacién lineal aparece u, lo podemos cambiar por la combinacion lineal de elementos de
A \ {u} mencionada arriba, y asi concluimos que v € [A \ {u}]. Por lo tanto, [A] C [A\ {u}].
La inclusion [A \ {u}] C [A] es obvia.

(7i1) = (7): Supongamos que Ju € A : [A] = [A \ {u}]. En particular u € [A\ {u}]. Entonces

existe una finita cantidad de vectores uy,...,u, € A, u; # u, tal que Z?:l aju; = u. Sin
perdida de generalidad podemos suponer que los uy,...,u, € A son mutualmente distintos. Por
lo tanto,

n
Zozjuj +(=1)u=0,
j=1

lo que significa que uy,...,u,,u son linealmente dependientes, y por lo tanto también A. O

Corolario 57. Sea V un espacio vectorial y A C V. Entonces A es linealmente independiente
siy solo siVu e A:[A] #[A\ {u}].

En Lema 56 no tenemos mas informacion sobre el vector u cuyo existencia se establece en los
puntos (i), (i44). Sin tenemos mas conocimiento del concjunto A, entcones podemos mostrar lo
siguiente.

Lema 58 (Dependencia lineal de un conjunto, pt. 2). Sea V un espacio vectorial A C V
linealmente independiente, y u ¢ A. Entonces

A U{u} linealmente dependiente < u € [A].

Proof. Mostramos primero la direccion =. Dado que A U{u} es linealmente dependiente, existe
una combinacion lineal no trivial de elementos de A U {u} que genera 0. Dado que A es
linealmente independiente, esta combinacion lineal necesariamente tiene que tener la forma

au] P---Bayu, +au=0

con uj € Ay a# 0. Por lo tanto,

u= ﬁul@”'@%un,
—a —
o sea u € [A]. Para ver la direccion <=, supongamos que u € [A], o sea u = }"_; a;u; con
u; € A. Por lo tanto, 0 = 2?21 a;u; ® (—1)u. Dado que uj # u para todo j = 1,...,n, pues
u ¢ A. Por lo tanto, la combinacién finita {uy,...,u,,u} de elementos mutualmente distintos
es linealmente dependiente, y por lo tanto también A U {u}. O

Definiciéon 59 (Base). Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto B C 'V se llama
base de 'V, si B es un sistema generador linealmente independiente.
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Ejemplo 60. (i) Los vectorese; = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e,=(0,0,0,...,1)

son una base de K™.

(ii) Las matrizes
10 01 00 0 0
0 0/’\0 0/°\1 0/’\0 1

Teorema 61 (Bases). Sea V un espacio vectorial sobre K y B C 'V un subconjunto. Entonces
son equivalentes las siguientes propiedades.

son una base de K2*2.

(i) B es una base de V.

(i) B es un sistema generador minimal, es decir, cualquier subconjunto A C B no es sistema
generador.

(iii) B es un subconjunto linealmente independiente mdzrimal de V, es decir, cualquier subcon-
Junto A C'V con B C A es linealmente dependiente.

(iv) Cada vector en 'V se puede escribir como una combinacion lineal de elementos de B, y esta
representacion es unica en el sentido de Corolario 54 (ii).

Proof. Procedemos a demostrar (i) = (i) = (iii) = (iv) = (7).

(1) = (4i): Sea B una base de V. Entonces es un sistema generado por definiciéon. Para mostrar
que es minimal, sea A C B. Por lo tanto, existe un elemento u € B\ A. Dado que B es
linealmente independiente, Corolario 57 implica u ¢ [B\ {u}]. Ademas, A C B\ {u}, lo que
implica [A] C [B\ {u}], y efectivamente u ¢ [A].

(74) = (i7i): Sea B es un sistema generador minimal. Eso implica que para todo u € B, el con-
junto B\ {u} no es sistema generador, en particular Vu € B : [B] # [B \ {u}]. Por Corolario 57,
B es linealmente independiente. Falta demostrar la maximalidad. Sea B C A. Es decir, existe
u € A\ B. Entonces u € V= [B] C [A\ {u}], en particular u € [A \ {u}]. Por Lema 56, A es

linealmente dependiente.

(791) = (iv): Sea B es un subconjunto linealmente independiente maximal de V. Supongamos
que existe u € V que no se puede escribir como combinacién lineal de elementos de B, o sea
u ¢ [B]. Entonces B C BU{u}, y por lo tanto este tltimo conjunto es linealmente dependiente.
Segtn Lema 58, u € [B], lo que contradice la hipotesis. La unicidad de las representaciones es
una consecuencia de Corolario 54. ]

Una pregunta natural es si cada espacio vectorial tiene una base.
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Definicion 62. Sea V un espacio vectorial y A C 'V un conjunto finito que es sistema generador,
es decir, [A] = V. Entonces V se llama espacio vectorial de dimension finita. En el caso
contrario, V se llama espacio vectorial de dimension infinita.

Por ejemplo, K" y K™*"™ son de dimension finita. Para responder la pregunta si un espacio
vectorial tiene una base, consideramos primero dimension finita.

Lema 63. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Entonces V tiene una base. En
particular, si A C'V es sistema generador finito, entonces existe una base B C A.

Proof. Si Vu € A : u ¢ [A\ {u}], entonces A es linealmente independiente y por lo tanto
una base. Si Jug € A : up € [A\ {up}], entonces definimos A; := A\ {up}. Notamos que
[A1] = [A].

El procedimiento de arriba lo podemos aplicar a Aj: SiVu € A :u ¢ [A; \ {u}], entonces A;
es linealmente independiente y por lo tanto una base. Si Ju; € A : u; € [A; \ {u1}], entonces
definimos Ay := A \ {u1}. Notamos que [As] = [A1] = [A].

Dado que A es un conjunto finito, despues de una finita cantidad de pasos n llegaremos a un
conjunto A,, que es linealmente independiente, A,, C A, y [A,] = [A]. Por definicién, A, es
una base. O

Con técnicas mateméatias mas avanzadas (las palabras clave son Lema de Zorn y Azioma de
FEleccion), se puede mostrar lo siguiente.

Teorema 64. Sea V un espacio vectorial. Entonces V tiene una base.

Segin nuestro conocimiento actual es todavia posible que un espacio vectorial V tiene una base
con 5 elementos, y otra base con 100 elementos. Aun peor, todavia tenemos que asumir la
posibilidad que exista un espacio vectorial V con una base con 5 elementos, y otra base de una
infinita cantidad de elementos. Este problema lo trataremos ahora.

Lema 65 (Lemma de intercambio). Sea B base de un espacio vectorial V. y 0 # u € V. Sea
u=73" aju; conu; €B. Siay#0, entonces B' := (B \ {uy}) U {u} es una base de V. En
particular, siempre eziste v € B tal que (B\ {v})U{u} es una base de V.

Proof. Sea u = Z?:l a;u; y ap # 0. Notamos que por u # 0 existe por lo menos un oy, con
esta propiedad. Mostraremos que B’ es base de V, es decir un sistema generador linealmente

independiente.

B’ es sistema generador: Dado que oy # 0, vemos

n
1 —Oéj
u, =—ud E —uy.
Qp — O
]_—1
J#k

Por lo tanto uy € [B'], y eso implica [B'] = [BU{u}] D [B] = V.
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B’ es linealmente independiente: Supongamos que B’ = (B \ {ux})U{u} es linealmente dependi-
ente. Dado que B\ {uy} es linealmente independiente, podemos aplicar Lemma 58 para concluir
que u € [B\ {ug}]. Sin embargo, eso contradice la hipotesis u = >"_; a;ju; con ay # 0. Por lo
tanto, B tiene que ser linealmente dependiente. O

Ejemplo 66. Los vectores u; = (0,1,1),us = (1,0,1),us = (1,1,0) son una base de R3. Si
w = (1,—1,0), entonces w = —uy + uz. Por lo tanto, w,ug,us es una base, y u;, w,usz es una
base. Sin embargo, Ui, us, w no es una base.

Teorema 67 (Teorema de Intercambio de Steinitz). Sea B = {uy,...,u,} una base finita de 'V,
y{wi,..., Wy} un conjunto de vectores linealmente independiente en V. Entonces m < n, y ex-
iste un conjunto de n—m vectores en B, digamos Up,+1, ..., Uy, tal que {wi, ..., Wy, Wpi1,...,Up}
es una base de V.

Proof. En un primer paso, notamos que wi # 0, y por el Lema 65 existe un vector en B, digamos
uy, tal que By := (B\ {u;}) U{wi} ={wi,ug,...,u,} es una base de V.

En un segundo paso, escribimos wo como combinacién lineal de elementos de B, wo = aywy @
Z;L:Q aju;. Notamos que existe por lo menos un «j, j = 2,...,n con o # 0, pues en el
caso contrario wi, wo seran linealmente dependiente. Por el Lema 65 existe un vector entre
{ug,...,u,}, digamos ug, tal que By := (B; \ {u2}) U{wa} = {w1,ws,u3...,u,} una base de
V.

En el paso k, escribimos wj como combinacién lineal de elementos de By_1, wi. = z;:ll ;W D
Z?:k aju;. Notamos que existe por lo menos un «j, j = k,...,n con a; # 0, pues en el
caso contrario wi, ..., wy seran linealmente dependiente. Por el Lema 65 existe un vector entre
{ug,...,u,}, digamos uy, tal que By, := (Bg_1 \ {ug}) U{wr} = {wi,..., Wi, up11...,u,} una
base de V.

Si m > n, entonces despues de n pasos llegaremos a una base B,, = {wy,...,w,} de V| lo
que implicaria que {wq,...,w,,} es linealmente dependiente, una contradiccion. Por lo tanto,
m<n. O

El Teorema de Intercambio de Steinitz tiene varias consecuencias.

Corolario 68. Sea V un espacio vectorial, A un conjunto gemerador finito con n elementos,
y W un conjunto linealmente independiente. FEntonces W es finito y tiene menor o igual a n
elementos.

Proof. Si A es un conjunto generador finito con n elementos, entonces por Teorema XXX existe
una base B con menor o igual a n elementos. Por el Teorema de Intercambio de Steinitz, W
no puede contener mas que n vectores linealmente independientes, por lo tanto, W es finito y
contiene menor o igual a n elementos. O
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En otras palabras, cada base de un espacio vectorial de dimension finita tiene una
finita cantidad de elementos.

Corolario 69. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y B1,Bo dos bases. Entonces By
y Bo tienen la misma cantidad de elementos.

Proof. Tanto By como By son bases, por lo tanto, linealmente independientes. Por el Teorema
de Intercambio de Steinitz, By tiene una cantidad de elementos menor o igual que Bo. Por otro
lado, Bo tiene una cantidad de elementos menor o igual que Bi. En efecto, tienen la misma
cantidad de elementos. O

Cada espacio vectorial tiene una base, y si es de dimension finita, entonces la cantidad de
elementos en una base es un niimero natural y no depende de una base en particular. Entonces
podemos hacer la siguiente definicion.

Definicién 70 (Dimension de un espacio vectorial). Sea V un espacio vectorial de dimension
finita. Entonces se define la dimension de V como dim(V) = n, donde n es el nimero de
elementos en una base de V.

Obtenemos de inmediato lo siguiente.

Corolario 71. Sea V un espacio vectorial con dim(V) = n. Si W tiene n elementos y es
linealmente independiente, entonces es una base.

Dado que la base de un subespacio es linealmente independiente, obtenemos lo siguiente.

Corolario 72. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y U < V. Entonces dim(U) <
dim(V). Ademds, si {ul, e 7udim(U)} es una base de U, entonces existe una base

{111, -+ Udim(U) s Udim(U) 415« -+ » udim(V)}
de V.

Teorema 73 (Dimensiones de subespacios). Sean Uy, Uy < 'V dos subespacios de un espacio
vectorial V de dimension finita. Entonces

dim(Ul) + dim(UQ) = dim(U1 N Ug) + dim(U1 + Ug).

Proof. Usaremos las abreviaciones dim(U;) = r, dim(Usz) = ¢, dim(U; N Us) = m. Entonces
existe una base {u; ..., u,,} de U; N Uy, y por el Corolario 72 la podemos extender a una base

{uy, ..., W, Vi1, -+, Vi b
de Uy, y también a una base

{ag, ..., W, Wit 1, - -, Wit
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de Usy. Definimos

C:= {ula"'7um7vm+17’”7v7“7wm+17”’7Wt}7

y postulamos que C es una base de U + Usy: De inmediato vemos que U; + Uy = [C]. Falta
mostrar que C es linealmente independiente. Sea

Zaju]@ Z a;v; ® Z Bijw;j = 0. (2.3)

j=m+1 j=m+1
Observamos que

t

ZO[JU]@ Z ;v = Z (_ﬁj)w

j=m+1 j=m+1

El vector de arriba es elemento de U; y también de Uy, por lo tanto es elemento de U; N Us.
Entonces existen coeficientes «; tal que

t m
> Biwi = uy,
j=1

j=m+1

0 sea

Z BJWJ@Z —7;)u; = 0.

j=m+1

Sin embargo, {uy,..., W, Wint1,..., Wt} es una base y por lo tanto linealmente independiente,
lo que implica B,41 = -+- = B = 0. De (2.3) queda

Zoz]uj @ Z a;v; =0,

j=m+1

y dado que {uy,..., W, Vini1,...,V,} €s una base y por lo tanto linealmente independiente,

obtenemos a3 = --- =, = 0. O
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Transformaciones lineales

Definiciéon 74 (Transformacion lineal). Sean V y W' dos espacios vectoriales sobre un cuerpo
K. Una funcion f:V — W se llama linear (o homomorfismo), si y solo si se tiene

(i) Aditividad: Yu,v € V: f(u®v) = f(u) ® f(v),
(i) Homogeneidad: Yu € V,a € K : f(au) = af(u).

Notamos que en la tltima definicion ocupamos dos sumas, una en V y una en W, y para
identificarlas deberiamos escribir

flaovv) = f(u) dw f(v).

Sin embargo, vamos a usar solamente el simbolo @ si no hay ambiguedad. ;Lo mismo aplica al
producto!

Ejemplo 75. ;FExisten transformaciones lineales?
e Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y
VW
: {u — Ow
la funcion cero. Entonces f es lineal, pues para u,v € V
fudv) =0w = 0w O 0w = f(u) ® f(v),
yparau € V,a € K
f(au) = Ow = aOw = af(u).
e Sea V un espacio vectorial y
iy {V SV
u—u

la identidad. Entonces idvy es lineal.

41
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e Sea V un espacio vectorial sobre K y ag € K. Sea

.{V—>V

u— apu
Entonces f es lineal, pues la definicion de espacio vectorial implica para u,v € V
fluev)=a(udv)=audayv = f(u)d f(v),
yparau € V,a € K
flom) = ag (om) = o (agu) = af (u).
e Sea V=R?>y W =R3 y

VoW
' (Z’,y) = (.Z' - 2y73x+y7 _‘T)7

entonces f es lineal.

e Sea P, el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a n. Entonces
la derwada

i. Prn — Pn—1
dx' pr—)p/

es lineal, y la integral definida

es lineal.
Empezamos con unos resultados simples.

Lema 76. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K. FEntonces se tiene lo
siguiente.

(i) Si f:V — W es lineal, entonces f(Oyv) = Owy.
(i) Una funcion f:V — W es lineal si y solo si

Vu,v e V,ae K : flaudv) =af(u) ® f(v).
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(iii) Una funcion f:V — W es lineal si y solo si
VneN:Vu; e Vo e K,j=1,...,n:f Zajuj :Zajf(uj).
J=1 J=1

Proof. Para demostrar (i), recordamos Oy = Oy @ Oy, luego

f(Ov) = f(Ov ©0v) = f(Ov) @ f(Ov),

y por Lema 37 concluimos f(0v) = Ow.

tbe. O

Ejemplo 77. La funcion f : R> — R3 dada por f((:n,y)) =(x—y,xr+y,x+1) no es lineal,
pues f(O]RQ) - f((070)) = (0707 1) 7é OR3'

Homomorfismos respetan la estructura de espacios vectoriales.

Teorema 78. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y f : V. — W lineal.
Entonces

(i) U< V= f(U)<W.
(ii) T<W = f~4T) <V.
(iii) A CV = f([A]) =[f(A)].
(iv) Si f:V — W es biyectiva, entonces la inversa f=1: W — V es lineal.

Proof. Para mostrar (i), verificamos las tras propiedades en Teorema 42: Dado que Oy € U
vemos primero que Ow = f(Oy) € f(U) segin Lema 76. Segundo, sean wi,wo € f(U). En
particular, existen uj,us € U con wy = f(uy),wy = f(uz). Por U <V tenemos u; @ uy € U,
y por lo tanto,

w1 @ w2 = f(u1) ® f(uz) = f(m ®ug) € f(U).

Tercero, sean w € f(U),a € K. Entonces existe u € U con w = f(u). Por U < V tenemos
au € U, y por lo tanto

aw = af(u) = f(au) € f(U).
Para mostrar (ii), verificamos también las tras propiedades en Teorema 42: Recordamos que

fHT)={ue V] f(u)eT}.
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Dado que Ow € Ty f(0y) = Ow concluimos que Oy € f~1(T). Segundo, sean uy,uy € f~(T),
es decir f(uy), f(ug) € T. Por T < W tenemos f(uy) @ f(ug) € T, y por lo tanto,

f(u1 D 112) = f(ul) D f(UQ) e T,

osea u; ®uy € f1(T). Tercero, sean u € f~1(T),a € K. Por T < W tenemos af(u) € T,y
por lo tanto

flau) = af(u) €T,
osaau€ f1(T).
El punto (7i7) es una simple consecuencia de Lema 76 (ii).

Para mostrar (iv), sea f: V — W lineal y biyectiva. Sean w,x € W,a € K,y w = f(u),x =
f(v). Dado que f es lineal, tenemos

flawdv) =af(u) @ f(v) = aw O x,
es decir
afTw)e fi(x)=cuaev = fawox),
Usando Lema 76 (i) concluimos que f~! es lineal. O

Definicion 79. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y f : V. — W lineal.
Se define el kernel de f como

ker(f) := f7'({Ow}) = {ue V[ f(u) = Ow},
y la imagen de f como
img(f) == f(V).
En particular, ker(f) <V yimg(f) < W.

Por definicion, f es sobreyectiva si y solo si img(f) = W. La inyectividad de f se puede
caracterizar por el kernel.

Lema 80. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y f : V. — W lineal.
Entonces f es inyectiva si y solo si ker(f) = {0v}.

Proof. Sea f inyectiva, o sea
Yue V:vu' e V: (f(u) = f(u')=>u=1u).

De Lema 76 (i) sabemos que f(0y) = Ow, es decir {Ov} C ker(f). Por otro lado, sea u € ker(f).
Entonces Ow = f(u) = f(0Ov), y por la inyectividad de f concluimos u = Oy. Por lo tanto,

ker(f) C {Ov}.

Ahora sea ker(f) = {Ov}. Sean u,u’ € V con f(u) = f(u'). Por linealidad de f vemos que
f(u® (—u)) = 0y, es decir u® (—u') € ker(f). Concluimos u® (—u’) =0y, oseau=u'. O
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Transformaciones lineales se pueden caracterizar por como actuan sobre una base del espacio de
partida.

Teorema 81. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Sea {uy,...,u,} una
base de V, y wi,...,w, € W vectores. Entonces existe unica transformacion lineal f : V — W
con f(uj) =wj, j=1,...,n.

. . . . _ n . .
Proof. Para cada u € V vamos a definir f(u) de la siguiente manera: sea u = ijl ajuy,
entonces definimos

n
flu) =" ajw;.
j=1
Entonces f : V. — W,y f(u;) = wj, j = 1,...,n. Falta demostrar que f es lineal. Sean
u=>3"  au;, v=>", Bju;, vy a€ K. Entonces cu® v = 3", (aa; + Bj)uy, y
n n n n
flausv)=f Z(aaj + Bj)u; | = Z(aaj + Bj)w; = OéZOéjo @ Zﬂjwj =af(u) ® f(v).
j=1 j=1 j=1 j=1

Por lo tanto, f es lineal.

Para mostrar que f es tnica, supongamos que g : V.— W es lineal con g(u;) =w;, j=1,...,n,
y mostraremos que f(u) = g(u) para todo u € V. Seau=3_7_; aju;, entonces

flu) = Zajwj = Zajg(uj) =g Zajuj = g(u).
j=1 j=1 Jj=1

O

De hecho, los valores de una transformacién lineal sobre una base de V nos permiten determinar
propiedades de f.

Lema 82. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo K y f : V. — W lineal. Sea
{ui,...,u,} una base de V, y w; := f(u;) para j =1,...,n. Entonces tenemos lo siguiente.

(i) img(f) = [{w1,...,wp}]. En particular, f es sobreyectiva si y solo si {w1,..., Wy} es un
sistema generador de W.

(ii) Los vectores {w1i,..., Wy} son linealmente independientes si y solo si f es inyectiva.

(iii) Los vectores {wi,...,wy,} son una base de W si y solo si f es biyectiva.
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Proof. Para mostrar (i), notamos primero que {wy,...,w,} C img(f), y dado que img(f) < W
concluimos [{wy,...,w,}| C img(f). Por otro lado, sea w € img(f). Entonces w = f(u) para

algiin u € V. Podemos escribir u = Z;‘L:I aju;, y Lema 76 (i4i) muestra que

n n
W = Zajf(uj) = Zajwj,
j=1 j=1

oseaw € [{wy,...,wy}]. Por lo tanto, img(f) C [{w1,..., Wy}
Ahora mostramos (7i). Primero sean {wq,...,w,} linealmente independientes. Hay que mostar
que f es inyectiva, asi que sean u,u’ € V con f(u) = f(u’). Escribimos u = Z?:l ajuy,

u' =377 Bju; y vemos que
n n
flw) = ajw; =) fw; = f(u).
j=1 j=1

Por lo tanto,

n

> (a; = Bj)w; = 0w,

J=1

y dado que {w1,...,w,} es linealmente independientes obtenemos o; — 3; =0, j = 1,...,n.
Concluimos u = u’. O]

Ejemplo 83. Sea P,, el espacio vectorial de todos los polinomios de grado menor o igual a
n. Recordamos la base de monomios {my,...,my} de P,, donde mj(x) = x’. Consideramos

f: Py — R22 por
_(p(1)=p(2) 0

Se puede mostrar que f es lineal. Por Lema 82, {f(mg), f(m1), f(m2)} genera img(f), o sea

img(f)ZSPan<{<8 (1)>’<_01 8>’<_o3 8>}>:Span <{<8 (1)>’<_01 8>}>

En particular dimimg(f) = 2. Para encontrar una base de ker(f), notamos que p € ker(f) si y

solo si (p(l) Ep@) p(oo)> B <8 8) '

Sea p(x) = a + bx + cx?, entonces
0=p(l)—p2)=a+b+c—a—2b—4c=—b— 3¢,
0= f(0) =a.

Es decir, p € ker(f) si y solo si p(xr) = —3cx + cx? = ¢(—3x + x?). Por lo tanto, {{} con
{(z) = —3z + 22 es una base de ker(f), y dimker(f) = 1.
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Definicion 84. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K.

(i) Si existe una transformacion lineal biyectiva f : V. — W, entonces f se llama isomor-
fismo, y se dice que V. y W son isomorfos, V ~ W.

(i) Un isomorfismo f:V — V se llama automorfismo.

La palabra griega isos significa igual, mientras la palabra morph significa forma. Si dos espacios
vectoriales son isomorfos V. ~ W, entonces se representan: Usando el isomorfismo f : V —
W podemos hacer aritmetica en V usando sus elementos u, de igual manera podemos hacer
aritmética en W usando sus elementos f(u). El resultado sera lo mismo (modulo el isomorfismo).
De hecho, isomorfia ~ es una relacién de equivalencia.

Corolario 85. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K.

(i) St V ~ W, entonces V es de dimension finita si y solo si W es de dimension finita. En
este caso, dim(V) = dim(W).

(i) Si dim(V) = dim(W) = n, entonces V. ~ W.

Proof. Para mostrar (i), sea f : V. — W un isomorfismo y supongamos que V es de dimension
finita. Sea {vi,...,v,} base de V. Segtn Lema 82 (iii), {w1,...,w,} con w; := f(u;) es una
base de W.

Para mostrar (ii), sea dim(V) = dim(W) = n. Sean {vy,...,v,} base de V y {wy,...,w,}
base de W. Segtin Teorema 81 existe tnica transformacion lineal f: V. — W con f(u;) = wy,
j=1,...,n. Segin Lema 82 (iii), f es biyectiva, por lo tanto un isomorfismo. O

Teorema 86 (Formula de dimensiones). Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K, V de
dimension finita, y f : V. — W lineal. Entonces

dimker(f) + dimimg(f) = dim(V).

Proof. Segun Lema 63 existe una base {uy,...,u,} de V. Escribimos m = dim ker(f). Usando
el Teorema de Intercambio de Steinitz, podemos suponer que {uy, ..., u,,} es una base de ker(f).
Ahora postulamos que {f(un+1),- .., f(u,)} es una base de img(f), lo que mostraria la formula
de dimensiones. Para mostrar los que hemos postulado, notamos primero que segin Lema 82

(4),
img(f) = [{f(w), ..., fun)}] = [{f (i), f(an)}],
o sea {f(wnyt1),...,f(u,)} genera a img(f). Mostramos ahora que también es linealmente

independiente: Sean au,41,...,a, € K tal que

n

Z ajf(uj) = Ow.

j=m+1
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Por la linalidad de f tenemos Z;‘:m 11 oju; € ker(f). Por lo tanto existen ay, ..., ay, tal que
n m n
Z a;uj = Zajuj, 0 sea, Zajuj = Ow.
j=m+1 j=1 J=1
Concluimos que ag = ..., = 0. En particular, {f(u;+1),-.., f(uy,)} son linealmente indepen-
diente, y dimimg(f) =n —m. O

Corolario 87. Sean V., W dos espacios vectoriales de dimension finita sobre K con dim(V) =
dim(W), y f : V — W lineal. Entonces son equivalentes

(i) f es inyectiva.
(ii) f es sobreyectiva.
(iii) f es biyectiva.

Proof. Es suficiente mostrar que inyectividad es equivalente a sobreyectividad. Si f es inyec-
tiva, entonces ker(f) = {Ov}, o sea dimker(f) = 0. La formula de dimensiones implica que
dimimg(f) = dim(V), lo que implica que img(f) = V, o sea f es sobreyectiva. Por otro
lado, si f es sobreyectiva, entonces dimimg(f) = dim(V), y la formula de dimensiones implica
dimker(f) =0, o sea f es inyectiva. O

Teorema 88. Sean Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K, y WY = {f:V = W} el
espacio vectorial de todas las funciones de V.a W. Sea

L(V,W):={f¢€ WV | fes lineal}

el conjunto de todas las transformaciones lineales de V.a W. Entonces L(V,W) < WVY. En
particular, L(V, W) es un espacio vectorial. Si V. y W son de dimensidon finita, entonces

dim(L(V, W)) = dim(V) - dim(W).

Proof. Primero mostraremos que L(V, W) < WV, Sean f,g € L(V,W) y a € K. Al principio
del presente capitulo ya hemos visto que la funcién zero 0 : V.— W dada por 0(u) = Ow es
lineal. Sean f,g € L(V, W), entonces para u,v € V y § € K tenemos

(f+g)(fudv)=f(fudv)®gfudv)=LFf(u)d f(v)DBgu) ®g(v)
=B(f +g9)() & (f +g)(v).

Segun Lema 76 (ii), f + g € L(V,W). Ademas,
(af)(fudv) =af(Budv)=abf(u)®af(v)=pB(af)(u)® (af)(v).

Segtin Lema 76 (ii), af € L(V, W). Segiin Teorema 42, L(V,W) < WV,
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Ahora sean V, W de dimension finita, dim(V) = n, dim(W) = m, y {ui,...,u,} base de
V y {wi,...,w,} base de W. Vamos a construir una base {f;; |i=1,...,n,j=1,...,m}
de L(V,W). Para definir f;;, segtin Teorema 81 es suficiente definir los valores de f;; para
{ui,...,u,}. Definimos entonces para i = 1,...,n,j = 1,...,m la transformacion lineal f;; €

L(V, W) por

fij(ug) = {OW para k # i

w;  para k =1.

Para mostrar que {f;; | ¢ =1,...,n,5 =1,...,m} es una base de L(V, W), mostraremos primero
que es linealmente independiente. Sean «;; € K tal que y i, Z;nzl a;jfij =0¢€ L(V,W). En
particular, para cada k =1,...,n,

n m m
Zzaijfij (ug) Zzamfm uy) Zak]fk] uy, ®Zzazgfzy uy) Zakjo.
=1

=1 j=1 =1 j=1 ’lljl
Dado que los w; son linealmente independientes, concluimos que ay; = 0 para j = 1,...,m.
Finalmente, oj; =0 parat=1,...,n,j=1,...,m, esdecir, {f;; |i=1,...,n,7=1,...,m} es
linealmente independiente. Ahora mostraremos que también genera L(V, W). Sea g € L(V, W)
entonces. Recordamos que {wi,...,w,} es base de W, por lo tanto para cada k = 1,...,n
existen a; € K, j =1,...,m, tal que g(uy) = 27;1 ap;jwj. Vemos que

m n m
glug) =D agw; = Zakjfkj uy) Zakjfkj uy, GEZZO@JCZ] we) =YY i fi(ug)

j=1 Z;éllc] 1 i=1 j=1

(2

- Zzazjfm uk

=1 j=1
Por Teorema 81, g = > 1", 37" ayjfij, lo que muestra que {fj; [i=1,...,n,j=1,...,m}
genera L(V, W). O
3.1 Repaso: Matrices

Para (K, +, ) un cuerpo hemos definido el espacio vectorial de matrices con m filas y n columnas

U1 o Ulp
Km*" = : : |ujr € K paratodo j=1,.... myk=1,....n
Um,1 * Umn
Formalmente podriamos definir, por ejemplo, K™*" := (K™)"™. A partir de ahora, vamos a
anotar una matriz A € K"*" como A = (aw):n? ;. Vectores a € K™*! se llaman vectores
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columnas, mientras vectores a € K'*" se llaman vectores filas. Las columnas de A =
(aij)i2) j— son a; := (a;;);~,, mientras las filas son &; = (a;;);_,.
aj
ay
A:(al ag --- an):

~

am

Recordamos las operaciones que hacen de K™*™ un espacio vectorial, la suma de matrices C' =
A+ B

(i )iy jor = (aij + )2y

y el producto con un escalar o € K, C' = a4,

(Cz'j)?;’ﬁjzl = (aaij);zijzl’

Sea la matriz A¥ € K™*" dada por

M_{l sii=k,j=10

a. =
1. .
J 0 sino.

Es facil ver que {AM |k=1,... . m{t=1,... ,n} es una base de K™*" en particular dim(K™*") =
mn. Matrices A € K™*™ ge llaman cuadradas. Para A € K™*" y B € K"*? podemos definir
el producto C = AB € K™*49 por

n
Cil. — Zaijbjk.
Jj=1
Recordamos que el producto de matrices cumple con las leyes algebraicas

(AB)C = A(BC),
(A+ B)C = AC + BC
A(B + C) = AB + AC.

Introduciremos una nueva notacion, el delta de Kronecker ¢;; dado por
1 sii=j
dij = { L,
0 siz##j.
La matriz de identidad E, € K™" es E, = (d;;);.} ;_;- Notamos que para A € K" se
tiene

E,A=AFE, = A.
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Una matriz A € K™*" se llama invertible (o regular), si existe una matriz B € K™*" con
AB = BA=E,.

En este caso, se dice que B es la inversa de A, y se escribe A~ := B. Si A € K™*" entonces

la matriz AT = (a))70 j=y € K™™ dada por

, — ..
Aj; = Qij

se llama transpuesta de A. Recordamos que

(A™HT = (AN si A es invertible.
Recordamos las operaciones elementales fila.
Definiciéon 89. Las tres operaciones elementales filas (columnas)
1. Multiplicacion de la fila (columna) j con un escalar 0 # o € K, Fj(a) (Cj(a)).
2. Sumar el o € K-multiple de fila (columna) j a fila (columna) k, Fy, j(a) (Cy ()).
3. Intercambiar filas (columnas) j y k, Fjr, (Cjr(a)).
se llaman operaciones elementales fila (columna).

Teorema 90. Anotamos con Op,,, € K™ " la matriz 0. Sea A € K™ ". Usando operaciones
elemenales fila, la matriz A se puede transformar a una matriz que tiene las mismas columnas

que la matriz
ES AS n—s >
’ 3.1
<0m—s,s Om—s,n—s ( )

con una matriz Ag ,—s € K**"7%. Por otro lado, usando operaciones elementales columnas, la
matriz A se puede transformar a una matriz que tiene las mismas filas que la matriz

E; Ot n—t >
’ 3.2
<Am—t,t Om—t,n—t ( )

con una matriz Ay € Km—bt,
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Definiciéon 91. Sea
Az(al an): © |l e K™

Entonces la dimension del espacio generado por las columnas de A,
re(A) = dim ({ay, - a,}),

se llama rango columna de A. La dimension del espacio generado por las filas de A,
ry(A) :==dim({ay, - an}),

se llama rango fila de A.

Obviamente, operaciones elementales filas mantienen el rango fila, mientras operaciones elemen-
tales columna mantienen el rango columna. Por lo tanto, tenemos lo siguiente.

Lema 92. Sea A € K™*"™. Entonces, para cada sucesion de operaciones elementales fila que
transforma A a una matriz que tiene las mismas columnas que (3.1), se tiene s = rp(A). Ademds,
para cada sucesion de operaciones elementales columna que transforma A a una matriz que tiene
las mismas filas que (3.2), se tiene t = r.(A).

Una operaciones elemental fila/columna se puede representar por un producto con una matriz
invertible.

Lema 93. Sea A € K™*",

(1) Sea Fj(a) una operacion elemenal fila, y A € K™*™ ¢l resultado de aplicar Fj(a) a A. Sea

E,, € K™ la matriz de identidad, y E,, € K™*™ el resultado de aplicar Fj(a) a Ep,.
Entonces

(11) Sea Cj(c) una operacion elemenal columna, y A e K™ ¢l resultado de aplicar Ci(a) a
A. Sea E, € K™ la matriz de identidad, y E, € K™ el resultado de aplicar Cj(a) a
FE,,. Entonces

A= AE,.

(iii) Las matrices E de arriba se llaman matrices elementales. Una matriz elemental siempre
es invertible, y su inversa también es una matriz elemental.
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Comentario 94. De Lema 93 aprendemos que operaciones elementales filas se generan por mul-
tiplicar las matrices elementales desde la izquierda, mientras operaciones elementales columnas
se generan por multiplicar las matrices elementales desde la derecha. FEste punto de wvista es
bastante importante: por ejemplo, si C = A- B con A € K™*™ B € K"*1 entonces

e las filas de C' son combinaciones lineales de filas de B, y
e las columnas de C son combinaciones linales de columnas de A.

Por ejemplo, si B € K™, entonces

bi,1
A-B=(ar az - ap)-| i [=(br1ar - byian).
bn,l

Tomando en cuenta este tltim comentario y usando Teorema 90, en particular la representacion (3.2),
obtenemos lo siguiente.

Lema 95. Sea A € K™ ™. Entonces son equivalentes
(i) A es invertible,
(i) existe C € K™*" tal que AC = E,,
(iii) ro(A) =,
(iv) A es un producto de matrices elementales.

Proof. Sea A invertible, entonces C' = A~! cumple con AC = E,,.

Como destacamos en Comentario 94, las columnas de AC son combinaciones lineales de las
columnas de A. Dado que son iguales a E,,, tenemos r.(A) = n.

Sea rc(A) = n. Segun Teorema 90, existe una sucesion de operaciones elementales columnas
cW, ..., C® que se puede escribir segtin Lema 93 como productos de matrices elementales desde
la derecha

A-EVD...E® = g
Segin Teorema 90, cada matriz E®) es invertible, y su inversa es una matriz elemental. Entonces,
A= (EWY~1..(EM)~1
0 sea A es un producto de matrices elementales.
Si A es un producto de matrices elementales
A=FE®. ..E(l)7

entonces con B = (EMW)~1... (E®)~1 s¢ tiene AB = BA = E,, o sea A es invertible. O
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Usando primero operaciones elementales columnas para transformar A a la forma (3.2), y de-
spues operaciones elementales filas para transformar el resultado a la forma (3.1), obtenemos lo
siguiente.

Teorema 96. Sea A € K™ ". Entonces r = r.(A) si y solo si existen matrices invertibles
Ue KMV e K™" tal que

UAV — < E’f‘ OT,TL—T )

Om—r,r Om—nn—r

Proof. En un primer paso usamos operaciones elementales columnas para transforma A a una
matriz que tiene las mismas filas que la matriz

ET’ Or,n—r
Am—r,r Om—r,n—r
con r = rc(A), cf. Teorema 90. En un segundo paso usamos operaciones elementales filas para
transformar la ultima matriz a la forma

ET’ Or,n—r
Om—r,r Om—r,n—r
Escribiendo las operaciones elementales como matrices, obtenemos el resultado. Para demostrar

la otra direccién, notamos que segin Lema 95 matrices invertibles se pueden escribir como
productos de matrices elementales. Entonces, segtin Lema 92, r = rc(A). O

Una consecuencia del altimo resultado es lo siguiente.
Lema 97. Sea A € K™*". Entonces r.(A) =rs(A).

Proof. Usando Teorema 96, escribimos

UAV — ( E’f‘ OT,TL—T >

Om—r,r Om—nn—r

con r = r¢(A). Notamos que

VTATUT _ (UAV)T _ E, Or,n—r
Om—r,r Om—r,n—r
Por Teorema 96, 7 = 1.(A") = r¢(A). O
Por lo tanto, podemos definir lo siguiente.

Definicion 98. Sea A € K™*", entonces se define el rango de A como rango(A) = r.(A).

Corolario 99. Sea A € K™"*™. Entonces so equivalentes
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(i) rango(A) = n,

(ii) A es invertible,
(iii) existe B € K™ con AB = E,,
(iv) existe C € K™™ con CA= E,.

En este caso, B=C = A~L.

3.2 Transformaciones lineales y matrices

Nuestro objetivo es relacionear transformaciones lineales y matrices. En un primer paso rela-
cionamos vectores de un espacio vectorial V de dimension finita dim(V) = n sobre K con K™*1.

Definiciéon 100. Sea V un espacio vectorial sobre K con dim(V) = n. Sea B = {vy,...,v,}
una base de V. Para v € V con la representacion

n
vV = E A Vy,
J=1

los coeficientes aq,...,a, € K se llaman coordenadas de v con respecto a B. Ademds, sea
B : V — K™ la vinica transformacion lineal con vB(vj) =ej, j=1,...,n. Notamos que ¢p
es un isomorfismo sequn Lema 82, y

a1

n
pB(v) =) aje; =
j=1

Qp
La transformacion g se llama representacion en coordenadas.
En un segundo paso, podemos relacionar transformaciones lineales y matrices.

Definicion 101. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K con dim(V) =n y dim(W) = m.

Sean B = {vy,...,vp} yC ={wi,...,wy,} bases. Sea f:V — W wuna transformacion lineal.
Entonces la matriz (ajk);n:’? w1 € K" dada por
m
f(ve) :Zajkwj, k=1,....n, (3.3)
j=1

se llama matriz de coordenadas de f respecto a las bases B,C, y se denota con Aéc.

En particular, notamos que la k-ésima columna de Aé,c es pe(f(vk)), es decir, las coordenadas
de f(vy) con respecto a C.
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Ejemplo 102. 1. Sea f:R? — R3 dada por f(x,y) = (x+3y, 22 +5y, 7o +9y). Con respecto
a las bases candnicas B = {e1,ea} yC = {e1,es,e3} tenemos

13
Ape(f) =12 5
79

2. Sea Py, := {f R—=R| f(z) = Zle aja:j} el espacio de polinomios de grado menor o

igual a k. Sabemos que By, := {my,...,my}, donde mj(x) = 7 son los monomios, es una
base. Consideramos el operador “derivada” D : P3 — Py dado por Dp = p'. Calculamos
(Dmg)(x) = 0, (Dmy)(z) = 1, (Dmg)(z) = 2z, (Dm3)(z) = 32%. Es decir, Dmgy = 0,
Dmy = mg, Dms = 2mq, Dms = 3ma, y por lo tanto

010
AR s, =10 0 2
000

w o O

Si usamos la base B = {mgy, mo+ mi,mi +ma} en Pa, entonces vemos que Dmg = 0,
Dmy =mg, Dmsy = (—2)m0 + 2(m0 + ml), Dmgs = 3mgy + (—3)(m0 + ml) + 3(7711 + mg),
y por lo tanto

01 -2 3
AR z=100 2 -3
00 0 3

Comentario 103. Notamos los siguiente.

(i) Para la identidad id : V. — V y una base B de 'V tenemos A}‘;{B = E,, donde n = dim(V).
(ii) Una matriz A € K™ genera una transformacion lineal fa : K™ — K™ g traves de
falv)=A-v.
Si usamos bases canonicas &, para K™ y &, para K™*', entonces

AfA

EnEm — A.

De hecho, existe un isomorfismo entre el espacio de las transformacione lineales y el espacio de
las matrices.

Lema 104. Sean V, W dos espacios vectoriales sobre K con dim(V) =n y dim(W) = m. Sean
B={vi,...,vp} yC={w,...,wy,,} bases.

(1) La funcion ®pc: L(V,W) — K™*" dada por ®pc(f) := AIJ;C es un isomorfismo.
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(i) Para todo v € V se tiene
Ppe(f)es(v) = ec(f(v)).
(iii) Se tiene
dimimg(f) = rango (®5.c(f)) -

Proof. Mostramos (7). Para ver la linealidad sean f,g: V — W y a € K. Notamos
(f +ag)(vk) = f(vik) + ag(vg) Z ajEkW; + « Z bjrw; = Z a;k + ozbjk)w
7j=1

Eso muestra que ®pc(f +ag) = Ppc(f)+aPpe(g), es decir, g es lineal. Falta mostrar que
®p ¢ es biyectiva. Segun Corolario 87 es suficiente mostrar inyectividad, pues dim(L(V, W)) =
nm = dim(K™*"™). Sea entonces f € L(V, W) con ®gc(f) = 0xmxn. Es decir,

fvi)=0w, k=1,...,n.
Por Teorema 81, f = 0r(v,w)-

Para mostrar el segundo punto, sea ®gc(f) = (aj7k);n:’rf p—1- Calculamos por linealidad de f y
Y para v =y ;. apVi

n n n m n
= Zaksﬁc(f(Vk Zakzaﬂf(ﬁc w;) Zakzajkej = Zzakajkejy
k=1 k=1 7j=1 k=1 7j=1 7=1 k=1
O sea
Y heq QRG1E ai
ec(f(v)) = : =®pc(f) | ¢ | = Pse(f)es(v).
Y he1 QkGmk an

El punto (ii) del altimo resultado lo podemos visualizar de la siguiente manera:

v L w
e I e
KX 1 <I>Bv_C(>f) X 1

La composicion de dos transformaciones lineales corresponde al producto de matrices.
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Lema 105. Sean V,V,X espacios vectoriales de dimension finita sobre K, con bases B,C,D,
respectivamente. Sean f € L(V,W),g € L(W,X). Entonces go f € L(V,X), y

590 f) = Pep(9) - Poe(f)-
Recordamos que para matrices tenemos la distributividad
(A+ B)C = AC + BC A(B+C)=AB + AC.
Al nivel de funciones esperamos entonces
(f+g9)oh=foh+goh  fo(g+h)=fog+foh

La primera identidad se cumple para todas las funciones, la segund solo para f lineal.

3.2.1 Cambio de base

Definicién 106. Sean B,B bases de V con dim(V) = n. Sea Qpp: LIV, V) = K™ el
isomorfismo del Lema 104. Entonces se define

Cppi= @ng(id)

se llama matriz cambio de base.

Lema 107. Sea V espacio vectorial con dim(V) = n. Entonces, cada matriz cambio de base
Cy g es invertible, y

-1 _ .
CBB =Cgp

Ademds,

(i) Para cada matriz invertible C € K™*™ y base B de V existen bases gl,gg de V tal que

C=Cq p C=0Cgzp,

Proof. Por Lema 105 y comentario 103,

E, = ®p5(id) = B s(idoid) = g 5(id) - b5 (id) = C

B,E'C

BB

Por Corolario 99, CB,Z? es invertible y su inversa es Cl?,B'

Ahora, sea B base de V y c; la j-ésima columna de C. Definimos v; := cpgl(cj) € V. Por la
linealidad e inyectividad de gpgl concluimos que By := {vy,...,V,} es linealmente independiente
en V, y por lo tanto una base. Por construccion, 051 5 = C. La existencia de By sigue aplicando

el argumento anterior a C1. O
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Corolario 108. Sean V,V espacios vectoriales de dimension finita sobre K y f € L(V,W).
Sean B, B bases de V y C,C bases de W. Entonces

P5a(f) =Cog ®8e(f) Cgp

Definicion 109. Dos matrices A, B € K™" se llaman equivalentes, si existen matrices in-
vertibles C, D € K™™ tal que

A=CBD.

En el contexto de Lema 107 y Corolario 108, matrices equivalentes representan la misma trans-
formacion lineal, usando diferentes bases.
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Chapter 4

Espacios duales

Definiciéon 110. Sea V un espacio vectorial sobre K. Una transformacion lineal f € L(V, K)
se llama funcional lineal. El espacio vectorial V* := L(V, K) se llama espacio dual a V.

Ejemplo 111. (i) La funcién ¢ : R? — R dada por o(z,y, z) = 4x — by + 2z es un funcional
lineal p € L(R3R).

(it) Sea w = (wi,...,wy) € K". Entonces p(ui,...,u,) = >_7_; u;w; es un funcional lineal
¢ € LK™, K).

(iii) La funcion ¢ : P(R) — R dada por ¢(p) = 3p"(2) — 7p(5) es un funcional lineal ¢ €

(iv) Sea {uy,...,un} base de V sobre K. Entonces uj : V. — K dado por u;(v) = «a; para
v =3_"_ au; es un funcional lineal u} € L(V, K).

En el ejemplo (iv) vemos lo siguiente. Segin Teorema 81 sera suficiente definir u;'f sobre la base
{uiy,...,u,} por u;(uk) = 0j-

Lema 112. Sea V un espacio vectorial sobre K con dim(V) = n. Entonces dim(V*) = n.
En particular, sea {uy,...,u,} base de V sobre K. Para j = 1,...,n sea u; € V* dado por
uj(uy) = djk para k =1,...,n. Entonces {uj,...,uy} es una base de V* y se llama base dual.

Proof. Segtin Teorema 88,
dim(V*) = dim(L(V,K)) = dim(V) - dim(K) =n -1 =n.
Por lo tanto, es suficiente mostrar que {uj,...,u}} son linealmente independientes. Sean en-

tonces ay,...,a, € K tal que Z?Zl aju; = Oy~+. Es decir, para todo k =1,...,n,

0=0v«(ug) = Zaju;f(uk) = Q.
j=1
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Definiciéon 113. Sea f € L(V,W). Entonces la funcion f*: W* — V* dada por
o) =pof
se llama transformacion transpuesta.
Lema 114. Sea f € L(V,W). Entonces f* € L(W*,V*).
Proof. Sean ¢, € W* y a € K. Entonces
flotap)=(p+ap)of=poftapof=[(p)+af (V)
O

Ejemplo 115. Sea D € L(Ps,P2) dado por Dp := p'. Sea @1 € Py dado por ¢1(p) = p(3).
Entonces D*(p1) € P actua como

D*(¢1)(p) = 10 D(p) = o1 () = P'(3).
Por otro lado, sea gy € P35 dado por ¢2(p) = fol p(s)ds. Entonces D*(p2) € P actua como

D*(p2)(p) = p20 D(p) = @2(p') = p(1) — p(0).

Ya sabemos que si {uy,...,u,} es una base de V y f € V* satisface f(u;) = 0 para todo
j=1,...,n, entonces f = Oy=+. El proximo resultado dice que podemos intercambiar V y V*
en este argumento.

Lema 116. Sea V un espacio vectorial sobre K con dim(V) =n y {uy,...,u,} una base de V
con base dual {uj,...,u}}. Entonces son equuialentes

(i) v=0.
(ii) v*(v) =0 para todo v* € V*.
(111) uj(v) =0 para todo k =1,...,n.

Proof. Obviamente, (i) = (ii) = (iit), y falta mostrar que (i7i) == (¢). Escribimos
v =37 | aju;, entonces

n n
wi(v) =) agui(uy) =Y ad = .
j=1 j=1

Por lo tanto, a; = -+ = a,, = 0, es decir, v = 0. O

Definicion 117. Sea V un espacio vectorial sobre K.
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(i) La funcion

<"‘>:{V><V* S K

(v,v*) = (v v):i=v*(v)
se llama combinacion dual.

(ii) El espacio dual V** de V* se llama espacio bidual a V. Si 'V es de dimension finita,
entonces V.~ V* ~ V** En particular, la funcion e dada por

. {V—>V**
v (Ve vE(V) = (v, V).

es inyectiva segun Lema 116, y por lo tanto un isomorfismo.

Notamos que en el punto (i7) de la tltima definicién, el isomorfismo e : V. — V* es natural en
el sentido que no depende de ninguna base de V o V*.

Nuestro proximo objetivo es caracterizar ker(f*) y img(f*) en terminos de ker(f) y img(f).

Definicion 118. Sea V un espacio vectorial y V* su dual. Para un subconjunto A C V se
define el anthilador de A

A°:={v* e V" | (v' a)=0 para todo a € A}.
Ejemplo 119. Presentamos un par de ejemplos de anihiladores.
(a) V° ={0vy~}.
(b) {Ov}° = V™.
(c) Sea ey, ..., es la base candnica de R® y el,...,e; la base dual de (R5)*. Sea
U = span ({e, e2}).

Entonces U° = span ({e}, e}, el}).

Primero verificamos que U° D span ({e}, e}, et}). Sea € € span ({e},e},el}), es decir
e” = (ze; + Bse) + Bses.

Tenemos que mostrar que

0= (e*,u) =e"(u) para todou e U.
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Sea entonces u € U, es decir u = ajeq + ases. Calculamos

e"(u) = fzez(arer + ages) + fae)(arer + azer) + Sses(arer + ages)

= fsaies(er) + Pzanesz(er) + fraiey(er) + Baase)(e) + fsanes(er) + fsaze”(er) = 0.
Para mostrar que U° C span ({e3, e}, ei}), sea € € U°. Notamos que
e’ = Bie] + fae; + fzes + fae] + Bres.
Dado que e; € U, la condicion e* € U° implica
0 =e"(e1) = frej(e1) + f2ez(e1) + Bzez(er) + Brei(er) + Bsez(er) = bi.

El mismo argumento muestra fo = 0, asi que €* = (ze; + (i€} + Bser.
Lema 120. Sea V espacio vectorial y A C V. Entonces A° < V*,
Proof. Claramente, Oy« € A°. Sean ¢}, 95 € A° y a € K, entonces para todo a € A

(b1 + ap3)(a) = ¢i(a) + apy(a) = 0.
Por lo tanto, A° < V*, O
Lema 121. Sea V espacio vectorial con dim(V) =n y U < V. Entonces
dim(U) + dim(U°) = dim(V).

En particular, si{uy,...,u,} es base de V y{uy,...,u,} es base de U, entonces {u;knﬂ, .. ,u;ﬁ}
es base de U°.

Proof. Es suficiente demostrar la segunda parte del Lema, pues implica la primera. Sea entonces
{uy,...,u,} esbasede Vy {uy,...,u,} es base de U. Primero notamos que parak =1,...,m
vji=m+1,...,n,

(uj,ug) = uj(ug) =0,

0 sea u; € U*. Dado que {u;knﬂ, e ,u’fl} es un subconjunto de la base dual, automaticamente
es linealmente independiente. Falta mostrar que genera U°. Un elemento u* € V* tiene la
representacion

n
* *
u' = E Bju;.
Jj=1

Sea u* € U°, es decir u*(u) = 0 para todo u € U. En particular, u*(u;) = 0 para todo
k=1,...,m. Por lo tanto, 1 =--- = f8,, = 0. O



65

Lema 122. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre K y f € L(V,W). En-
tones

(i) ker(f*) = img(f)°,
(i) dim(ker(f*)) = dim(ker(f)) + dim(W) — dim(V).

Proof. Para mostrar (i), supongamos w* € ker(f*). Es decir, f*(w*) = w* o f = Oy-. Por lo
tanto,

0= f*(w")(v) =w*(f(v)) paratodov eV,

lo que significa w* € img(f)°. Concluimos entonces que ker(f*) C img(f)°. Por otro lado, sea
w* € (img(f))°, o sea

0=w*(f(v)) = f*(w")(v) paratodoveV,
lo que significa f*(w*) = Oy~, o sea w* € ker(f*).
Para mostrar (i7), usamos (i), la formula de dimensiones, y Lema 121,
dim(W) = dim(img(f)°) + dim(img(f)) = dim(ker(f*)) — dim(ker(f)) + dim(V).
O

Corolario 123. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre K y f € L(V,W).
Entones f es sobreyectiva si y solo si f* es inyectiva.

Proof. Notamos que f es sobreyectiva si y solo si img(f) = W. Segun Lema 121, img(f) = W
si y solo si img(f)° = {Ow~}, o sea ker(f*) = {Ow-} por Lema 122. Dado que f* es lineal, eso
es equivalente a f* inyectiva. O

Lema 124. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre K y f € L(V,W). En-
tones

(i) img(f*) = ker(f)°,
(i) dim(img(f*)) = dim(img(f)).
Proof. Primero mostramos (i7). Notamos
dim(img(f*)) = dim(W™) — dim(ker(f*)) = dim(W) — dim(img(f)°) = dim(img(f)),

donde usamos la formula de la dimension, el Lema 122, y Lema 121. Para mostrar (i), supong-
amos v* € img(f*). Entonces existe w* € W* tal que v* = f*(w*). Sea v € ker(f), entonces

(Vi v) =vi(v) = f1(w)(v) = w'(f(v)) = w"(0w) =0,
o sea v* € ker(f)°. Concluimos img(f*) C ker(f)°. Ademas, por (ii),
dim(img(f*)) = dim(img(f)) = dim(V) — dim(ker(f)) = dim(ker(f)°),
asi que img(f*) = ker(f)°. O
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Corolario 125. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre K y f € L(V,W).
Entones f es inyectiva st y solo si f* es sobreyectiva.

Proof. Notamos que f es inyectiva si y solo si ker(f) = {0y }. Segun Lema 121, ker(f) = {Ov}
si y solo si ker(f)° = V*, o sea img(f*) = V* por Lema 124. O

Teorema 126. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre K y f € L(V,W).
Sean B,C bases de V, W, y B*,C* las bases duales de V*, W*. Entonces

De- g+ (f*) = Ppe(f) '

Proof. Sea dim(V) = n y dim(W) = m, y B = {by,...,b,}, C = {c1,...,¢cn}. Sean A =
Ppc(f), B= Pcp«(f*). Paral <j <m, 1<k <n tenemos

f1(c) =) Br;b;
r=1

Aplicandola ultima identidad a by obtenemos

By ;= Z B, jbr(by) = f*(c;)(br) = c;(f(by)) = cj <Z Ar,kcr> = Z Arpci(cr) = Ajp.
r=1 r=1

r=1

O
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Valores y vectores propios

Sea V un espacio vectorial de dimension finita n. Usaremos la notacion L(V) := L(V,V). Sea
f € L(V). Para analizar f, podrian ser utiles las siguientes ideas.

(1) Escribir

k

v=u, (5.1)

J=1

con subespacios Uy, y analizar f restringido a Uy, es decir f|y,, pues los Uy tendran
dimensiones menores que V. El problema es que en general f(Uy) € Uy, o sea no podemos
entender f como una transformacion lineal f : Up — Uj. La pregunta entonces es ;existen
subespacios Uy con f(Uy) C Uy y (5.1)?

(2) Encontrar una base B = {by,...,b,} de V tal que la matriz ®53(f) tiene una forma
sencilla,
M O o 0
0 X -+ 0
Sp(f)=1. . . .
0 0 - M\,

Notamos que en este caso, f(b;) = A;jb;. En otras palabras, el conjunto U; := {ab; | a € K}
es un subespacios de V y cumple con f(U;) C Uj;.

Definiciéon 127. Sea f € L(V). Un subespacio U <V se llama invariante bajo f, si f(U) C
U.

Ejemplo 128 (subespacios invariantes triviales). Los subespacios V, {0y}, ker(f), img(f) son
mvariantes bajo f.
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Definiciéon 129. Sea V un espacio vectorial sobre K. Sea f € L(V). Un elemento A\ € K se
llama valor propio', si existe 0 # v € V tal que f(v) = Av. El conjunto de todos los valores
propios de [ se llama el espectro de f,

o(f):={X € K | X es valor propio de f}.

Ejemplo 130. (i) Sea f € L(R?) dado por f(x,y) = (—y,x). Para que A € R sea un valor
propio, tenemos que encontrar (0,0) # (x,y) € R? tal que

(_y7$) = f(x,y) = )‘(:Evy)y

0 sea —y = \r = N2y y x = \y = —\2x. Obviamente existen A € R y (0,0) # (z,y) € R?
que satisfacen esta propiedad. Concluimos que f € L(R?) no tiene valores propios.

(ii) Sea f € L(C?) dado por f(x,y) = (—y,z). Para que X\ € C sea un valor propio, tenemos
que encontrar (0,0) # (z,y) € C? tal que

(_y7$) = f(x,y) = )‘($7y)7

0sea —y = x = Ny yx = Ay = —\2x. Obtenemos que los valores propios satisfacen
A2 = —1. Esta 4ltima ecuacion tiene dos soluciones \y =i y Ao = —i. Vemos que todos
los vectores (w, —iw) con w € C satisfacen f(w,—iw) = A\ (w, —iw), mientras todos los
vectores (w,iw) con w € C satisfacen f(w,iw) = Aa(w,iw),

Lema 131 (Valores propios). Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre K y f €
L(V). Para X € K, los siguientes puntos son equivalentes.

(i) Aea(f),
(ii) f— Aid no es inyectiva,
(iii) f — Aid no es sobreyectiva,
(iv) f— Aid no es biyectiva.
Arriba, id : V — 'V es la identidad.

Proof. Notamos que f(v) = Av significa (f — Aid)(v) = 0. El punto (i) es por definicion
equivalente a (ii). O

Definiciéon 132. Sea V un espacio vectorial sobre K, f € L(V) y A € o(f). Un vector 0 # v €
V con f(v) = Av se llama vector propio de f asociado a A. Definimos el conjunto

Va(f) :=={v | v es vector propio de f asociado a \} U {0}

y notamos que V(f) # {0}. El conjunto V(f) se llama espacio propio.

Leigenvalue en inglés
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El siguiente resultado muestra que V) efecticamente es un espacio.

Lema 133 (Espacio propio). Sea V wun espacio vectorial sobre K. Sea f € L(V) y A € o(f).
Entonces V\(f) <V, y es invariante bajo f.

Lema 134. Sea V un espacio vectorial sobre K y f € L(V). Sean A\i,..., \p, € o(f) mutual-

mente distintos, y vi,...,Vy, vectores propios asociados. Entonces vi,...,v,, son linealmente
independientes.
Proof. Vamos a mostrar el resultado por contradiccion: Sean vy, ..., Vv,, linealmente dependi-
entes. Aplicando Lema 55, sea k € N el niimero mas pequeno tal que vy = span ({vy,...,vg_1}).
En particular, vq,...vi_1 son linealmente independientes. Es decir, existen aq,...,ap_1 € K
tal que

Ve =1V D D a1 Vi_1. (5.2)

Aplicamos f a la tltima ecuacién y obtenemos
AV = 1AV D - D Q1 A\p—1Vi—1- (5.3)
Ahora multiplicamos (5.2) con A\ y restamos (5.3) para obtener
0=a1(A\x —A)VidD- B ag_1(Ag — Ak—1)Vi_1-

Dado que vq,...vi_7 son linealmente independientes, obtenemos

al()\k — )\1) == ak—l()\k — )\k—l) = 0.
Dado que Ay,..., A\, € o(f) son mutualmente distintos, obtenemos a3 = -+ = a1 = 0, y
por (5.2) v = 0, lo que contradice el hecho que v sea un vector propio. O

El dltimo resultado tiene una consecuencias importante.

Corolario 135. Sea V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) = n sobre K y f € L(V).
Entonces f tiene como mucho n valores propios distintos.

Definicion 136. Sea A € K™*". Un elemento X\ € K se llama valor propio de A, si existe un
vector 0 # v € K™ tal que Av = \v. El conjunto

o(A) :={X € K | X\ es valor propio de A}
se llama el espectro de A. Definimos el conjunto

Va(A) :=={v | v es vector propio de A asociado a A} U {0}
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Lema 137. Sea V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) = n sobre K y f € L(V).
Sea B base de V. Entonces A € o(f) yv € Vx(f), st y solo si

P5(f)eB(v) = Aps(V).
Es decir, N € o(f) yv € V\(f) siy solo si X\ € o(Ppg) y pa(v) € VA(PsA)
Proof. Por definicion,
f(v) = Av.
Aplicamos la representacion en coordenadas ¢pg, Lema 104 (ii), y la linealidad de ¢p,
p5(f)es(v) = ws(f(V)) = ¢5(Av) = App(V).

O

Recordamos el Comentario 103: Una matriz A € K™*" genera una transformacion lineal f4 :
K™l 5 KL g traves de

falv)=A-v.
Si usamos la base canonica &, para K"*! | entonces
Afsc:,sn -

Obtenemos de inmediato lo siguiente.
Lema 138. Si A € K™*™ entonces son equivalentes

(i) A € o(A)

(i) A€ o(fa)

(#i) rango(A — AE,) <n

(iv) A — \E,, no es inyectiva

(v) A— A\E, no es sobreyectiva

(vi) A — \E,, no es biyectiva

(vii) det(A — AE,) =0



Ejemplo 139. Sea

_ 11 2%2
A_<4 1>6R .

Para buscar los valores propios de A, intentaremos encontrar X\, (x,y) # (0,0) tal que

@) 666 =6)

es decir
(1-Nz+y=0,
dz+ (1 -y =0,
o bien
1—\)?
! 4)y+y=Q

4o — (1 = N2z =0.
Si (x,y) # (0,0), entonces
(1—N)? =4,

0 sea \y = —1, Ao = 3. Para encontrar V_1(A) resolvemos el sistema
2 1 AN A
4 2 y) \O

V_1(A) ={(z,—2x) | z € R}.

y obtenemos

Para encontrar V3(A) resolvemos el sistema

y obtenemos
V3(A) = {(z,2z) | x € R}.

Consideramos ahora la pregunta si f € L(V) tiene un valor propio.
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Definicién 140. Sea 'V un espacio vectorial sobre C. Para f € L(V) y m € N se define
fm™e L(V) como

m veces

y fO:=1d. Si f es biyectiva, entonces se define f~™ = (f_l)m. Notamos que f™o f* = fm+n
y (f™" = fm™. Sip es un polynomio de grado n en C, p(z) = ag + a1z + -+ - + anz", entonces
se define p(f) € L(V) como p(f) := aof®+arf + -+ anf™.

En lo que sigue, usaremos el Teorema fundamental del algebra: Cada polinomio no constante
de grado n en C tiene 1 < m < n raizes, contando con multiplicidad. En otras palabras, cada
polinomio no constante de grado n en C puede escribirse como

p(z) =c(z—A)- (2= Ap) para todo z € C,
donde ¢, A1, ...\, € C. Notamos que en este caso
p(f) =c(f —Mid)o--- o (f = Apid).

Teorema 141. Sea V un espacio vectorial sobre C de dimension finita dim(V) =n > 1. Sea
f € L(V). Entonces f tiene un valor propio.

Proof. Sea v € V con v # 0. Entonces, los n 4+ 1 vectores
v, f(0), fAV), e fR (V)

no son linealmente independientes. Por lo tanto, existen ag,...,a, € C, no todos iguales a 0,
tal que

0=ayv@arf(v)® - @anf"(V).

Notamos que a1, ..., a, no todos iguales a 0, pues en el caso contrario 0 = gV, lo que implicaria
ag = 0. Por lo tanto, el polinomio ag + a1z + -+ + @, 2™ no es constante, y usando el Teorema
fundamental del algebra podemos escribir

agt+arz+ ozt =clz—A) (2= A\n) para todo z € C.
Notamos que ¢ # 0, pues en el caso contrario ag = -+ = a,, = 0. Calculamos

0=apvdarf(v)® - @af"(V)
= (aof® +arf +- -+ anf") (v)
—o(f = A) o0 (f = Am)(¥),

lo que implica que f — A;id no es inyectiva para algin j. Segtin Lema 131, \; € o(f). O
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5.1 Diagonalizacién

Otra consecuencia de Lema 134 es lo siguiente.

Corolario 142. Sea 'V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) = n sobre K y f € L(V).
Entonces la suma 3 ), ) Va(f) es directa,

S Vi = P V)
Aea(f) Aea(f)

En particular,

> dim (V) < dim(V).

Aea(f)

Definicion 143. Una matriz A € K™*" se llama diagonal, si aj;, = 0 para j # k, o sea

a7, 0 -+ 0
0 a 0
A= -
0 0 Ann,

y se llama triangular superior si aj, =0 para j >k, o sea

a1 a2 v Al
0 axp -+ a9

A=
0 0 - ap

Definiciéon 144. Sea V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) = N. Una transfor-
macion lineal f € L(V) se llama diagonalizable, si existe una base B de 'V tal que ®pp(f) es
diagonal. Una transformacion lineal f € L(V) se llama triangularizable, si existe una base B
de V tal que ®p5(f) es triangular superior.

Sin demostraciéon mencionamos lo siguiente.

Teorema 145. Sea V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) =n > 1. Sea f € L(V).
Si existe una base B tal que ®pp(f) es triangular superior, entonces los valores propios de f
son precisamente los valores en la diagonal de ®5p(f). Si 'V es un espacio vectorial sobre C,
entonces cada f € L(V) es triangularizable.

El dltimo resultado dice que cada transformacion lineal sobre un espacio sobre C es triangular-
izable. Sin embargo, no todas las transformaciones lineales son diagonalizables.

Teorema 146. Sea V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) = n sobre K y f € L(V).
Entonces son equivalentes los siguientes puntos:
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(i) f es diagonalizable

(ii) existe una base de V de vectores propios de f
(ii1) V = Breors) VAL

(iv) dim(V) =3 _5co(p) dim (V)

Proof. Notamos que f diagonalizable con respecto a una base B = {bq,...,b,} significa
M O -0
0 X -+ 0
S =1. . .
0 0 - A\,

Dado que la j-ésima columna de ®5p5(f) es ¢p(f(b;)), concluimos que ser diagonalizable es
equivalente a f(b;) = A;b; para todo j = 1,...,n. Es decir, (i) y (i7) son equivalentes. Obvia-
mente, (ii7) y (iv) son equvialentes. Por ultimo, notamos que (i) y (4i7) son equivalentes. O

Ejemplo 147. La transformacion lineal f € L(C?) dada por f(w,z) = (2,0) no es diagonaliz-
able: el unico valor propio es 0, y Vo(f) = {(w,0) € C? | w € C}.

Lema 148. Sea V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) = n sobre K y f € L(V).
Si f tiene n valores propios distintos, entonces f es diagonalizable.

Proof. Sean vy, ..., v, vectores propios. Segtiin Lema 134, son linealmente independientes. Segin
Corolario 71, son una base. O

Notamos que el ultimo lema establece una implicaciéon. La implicaciéon contraria es falsa en
general como se puede ver considerando la identidad.

Definicion 149. Dos matrices A, B € K™*" se llaman semejantes si existe una matriz reqular
T € K™ tal que

B =T 1AT.
Una matriz A € K™ se llama diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.
Notamos que si A es diagonalizable, entonces existe una matriz diagonal D tal que
TD = AT,

o sea los elementos en la diagonal de D son los valores propios de A, y las columnas de T" son
los vectores propios. Del Lema 137 obtenemos de inmediato lo siguiente.

Corolario 150. Tenemos lo siguiente.

(i) Sea V un espacio vectorial de dimension finita dim(V) = n sobre K y f € L(V). Entonces
V es diagonalizable (con base B) si y solo si ppp(f) es diagonalizable.

(ii) Una matriz A € K™*" es diagonalizable si y solo si fa es diagonalizable.
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5.2 El teorema de Cayley-Hamilton

Definiciéon 151. Sea V un espacio vectorial, f € L(V), y A € o(f). Un vector 0 #v € V se
llama vector propio generalizado de f asociado a X, si

(f = Xidy)v =0
para algin j € N. Definimos el conjunto

V(f) := {v | v es vector propio generalizado de f asociado a X} U{0}.

Notamos que Vx(f) € Va(f).
Como en el Lema 134 se puede mostrar lo siguiente.

Lema 152. Sea V un espacio vectorial sobre K y f € L(V). Sean A\i,..., Ay € o(f) mutual-
mente distintos, y v1,...,Vy, vectores propios generalizados asociados. Entonces vi,...,Vy, Son
linealmente independientes.

Lema 153. Sea V un espacio vectorial y f € L(V).
(i) Se tiene
{0} = ker(fY) C ker(f') C ker(f?) C ...

(i) Si ker(f™) = ker(f™*1), entonces ker(f™) = ker(f™+*) para k € N.
(i4i) Si dim(V) = n, entonces ker(f™) = ker(f"**) para k € N.
(iv) Si dim(V) = n, entonces
V = ker(f") @ img (")
es una suma directa.

Proof. Para mostrar (i), notamos primero que f° = id, y ker(id) = {0}. Si v € ker(f¥), en-
tonces f¥(v) = 0, y concluimos f**1(v) = f(f*(v)) = f(0) = 0, pues f es linecal. Es decir,
v € ker(fFH).

Para mostrar (ii), supongamos que ker(f™) = ker(f™*!), y mostraremos que ker(f"+¢) =
ker(f™*++1) para todo ¢ € Ny. El primer punto (i) ya establece ker(f™*) C ker(fm¢+1), asi
que falta mostrar que ker(f™) D ker(f™+*1). Sea v € ker(f™**+1). Entonces

0= [ (v) = (),

es decir f¢(v) € ker(f™*+1). El hipotesis implica entonces f¢(v) € ker(f™), o sea v € ker(f™*).
O
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Lema 154. Sea V un espacio vectorial con dim(V) =n y X\ € o(f). Entonces
Va(f) = ker ((f = Aid)") .

Proof. Por definicion, V\(f) D ker ((f — Aid)"). Por otro lado, supongamos que v € Vy(f),
sea (f —Aid)?v = 0 para algtin j € N. Del Lema 153 aplicado a f — \id obtenemos (f —\id)"v
0.

Ol o

Ahora podemos mostrar que un espacio vectorial de dimension finita sobre C siempre es una
suma directa de espacios propios generalizados.

Teorema 155. Sea 'V un espacio vectorial sobre C con dim(V) =n, f € L(V), y Ai,..., Ay €
o(f) todos los valores propios distintos de f. Entonces

V=PV,
j=1

Definicion 156. Sea 'V un espacio vectorial sobre C, f € L(V), y A € o(f). Entonces el nimero
dim V' (f)

se llama multiplicidad geometrica de )\, y el numero
dim V5 (f)

se llama multiplicidad algebrdica de \. En particular,

dimV = > dimV,(f).
Aea(f)

Definicién 157. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre C y f € L(V). Sean
AL,y Am los valores propios distintos de f y dy, . .., dy las multiplicidades algebrdicas asociadas.
Entonces, el polinomio

pr(2) = (2 = M) oo (2 = )

se llama polinomio caracteristico de f. El polinomio caracteristico es de grado dim(V), y sus
raices son los valores propio de f. B es una base de 'V, entonces

pf(z) = det (zE, — ®55(f)) .
Ejemplo 158. Sea f € L(C?) dada por

f(z1,29,23) = (621 + 329 + 423,629 + 223, 723).
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Con respecto a la base candnica &,
6 3
Pee(f)=10 6

es decir 6 y 7 son los valores propios de f. El polinomio caracteristico de f es
pr(2) = (2 —6)*(z = 7)

Teorema 159 (Cayley-Hamilton). Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre C,
f e L(V), ypg su polinomio caracteristico. Entonces

p(f) =0rv)-

5.3 La forma de Jordan

Lema 160. Semejanza es una relacion de equivalencia sobre K™ ™,

En particular, podemos particionar K™*" en clases de equivalencia segtin semejanza. Por ejem-
plo, las dos matrices de C2*?
4 0
A=

4 1
7= (0 4
tienen los mismos valores propios, pero la segunda matriz no es diagonalizable, pues
V4(B) ={(z,0) |z € C}.

En particular, A y B no son elementos de la misma clase de equivalencia.

Teorema 161 (Jordan). Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre C, f € L(V).
Entonces existe una base B de V tal que

Ay 0
Pp5(f) = ,
0 Ap
donde cada A; tiene la forma de un bloque de Jordan, es decir
Ap 10 .0 0
Aj =
1
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La multiplidad geometrica de un valor propio es el numero de bloques de Jordan asociado al valor
propio, y la multiplicidad algebraica es la suma de los tamanos de los bloques de Jordan asociados
al valor propio. La forma de Jordan es uniqua modulo el orden de los bloques de Jordan.

Si una matriz es diagonalizable si y solo si las multiplicidades geometricas y algebraicas coinciden.
En este caso, todos los bloque de Jordan son 1 x 1.

Ejemplo 162. Sea

El polinomio caracteristico es

pa(z) =(z—1)(z —2)(z — 4)2.

Por lo tanto, 1 es valor propio con multiplicidad algebrdica 1, 2 es valor propio con multiplicidad
algebrdica 1, y 4 es valor propio con multiplicidad algebrdica 2. Se puede calcular que

Vl = Span{(_17 17 070)} )
Vo =span{(1,—-1,0,1)},
V4 =span{(1,0,—1,1)}.

Por lo tanto, la forma de Jordan de A es

o O O+
O O N O
O = O O
N =N =]



Chapter 6

Espacios con producto interno

En este capitulo, K € {R,C}. Ademés, para x € K anotamos con T el conjugado de z, es decir,
a +ib = a — ib. En particular, T = x para x € R.

Definiciéon 163. Sea V un espacio vectorial sobre K. Una funcion (-,-) : V.x 'V — K se llama
producto interno o producto escalar si

(i) (u,v) = (v,u) para todo u,v € Vm
(ii) (v,v) >0 para todo v € V,
(11i) (v,v) =0 siy solo siv =0,
(iv) (udv,w)=(u,w)+ (v,w) para todo u,v,w € V,
(v) (Au,v) = Xu,v) para todo A € K, u,v € V.
Un espacio vectorial V dotato de un producto interno (-,-) se llama espacio producto interno,
(V7 ( ’ >)
Notamos que en la tltima definicion, el punto (i7) tiene sentido, pues de (7) se concluye (v,v) € R.

Ejemplo 164. Presentamos un par de ejemplos de productos internos.

(i) Para V = K", la funcion
<(u17--- ,un),(V1,...,Vn)> = ZuJV_J
j=1

es un producto interno, y se llama producto interno Fuclidiano o producto punto. Si
C1,...,Cn € R nimeros posititivos,

n
(a1, ... up), (Vi,...,vp)) = chujv_j
j=1
es un producto interno, y se llama producto interno Euclidiano ponderado.
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(ii) Si 'V es el espacio de funciones reales y continuas sobre [—1,1], entonces

1
(f,9) = / Fa)gla) da

Lema 165 (Propiedades basicas). Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. Entonces se tiene
lo siguiente.

(i) Parau €V fijo, la funcion v — (v,u) es un funcional lineal.
(ii) (u,0) = (0,u) =0 para todo u € V.
(111) (u,v@®w) = (u,v)+ (u,w) para todo u,v,w € V.
(iv) (u,\v) = X(u,V) para todo A € K, u,v € V.
(v) (uev,w)=(u,w)— (v,w) para todo u,v,w € V.
Proof. tbc O
Un producto interno nos permite definir una norma.

Definiciéon 166. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. Entonces la funcion || -||: V. — R
definida por

VIl = V{v,v)
se llama norma, y ||v|| se llama norma de v.

Ejemplo 167. La norma FEuclidiana es

1(vis- o vn)ll =

Lema 168 (Propiedades béasicas de normas). Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. En-
tonces se tiene lo siguiente.

(1) ||v] =0 siy solo si v=0.
(ii) ||Av|| = |A||lv]] para todo A € K, v € V.

Proof. tbc O

Definiciéon 169. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. Sean u,v € V. Se dice que u es
ortogonal a v, si (u,v) =0.
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Notamos que si u es ortogonal a v, entonces

(v,u) = (u,v)=0=0,
es decir, v es ortogonal a v. Por lo tanto, vamos a decir que u y v son ortogonales.

Lema 170 (Propiedades bésicas de ortogonalidad). Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno.
Entonces 0 es ortogonal a todos los vectores. Ademds, O es el inico vector ortogonal a si mismo.

Proof. thc O

Teorema 171 (Pitagoras). Sea (V,(-,)) un espacio producto interno y u,v ortogonales. En-
tonces

lae vi* = [lul® + v
Proof. thc O

Supongamos que u,v € V con v # 0. Nuestro objetivo es escribir u como una suma de un
multiple de v y un vector ortogonal a v. Es decir,

u=cv®d(uocv),
donde
0=(uscv,v)=(u,v) —c(v,v).
Concluimos entonces que

(u,v)

c=-—=".
[v]]?
Corolario 172. Sea (V,{-,-)) un espacio producto interno y u,v € V con v # 0. Sea

. (uﬂ;>.
vl

Entonces el vector w :=u & cv es ortogonal a v, y u = cv G w.
Proof. thc O
Los siguientes resultados son de los mas importantes en toda la matemaética.

Teorema 173 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno.
Entonces

[{w, v)| < [[u]| - [Iv]]

para todo u,v € V. La desigualdad de arriba es una igualdad st y solo st u es multiple de v o
vice versa.
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Proof. thc O
Teorema 174 (Desigualdad triangular). Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. Entonces
lu® vl < [lul] + [v]|

para todo u,v € V.
Proof. tbc O

6.1 Bases ortonormales

Definiciéon 175. Sea (V, (-,-)) un espacio producto interno. Una lista de vectores eq,...,e, € V
se llama ortonormal, si ||e;|| =1 para todo j =1,...,n y (e;,e,) =0 para j # k.
Ejemplo 176. Los vectores e; = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1)
son ortonormales en K".

411 _1 1 3
Los vectores <\/§7 75 \/3> ,< 75 \/5,0) son ortonormales en K°. U
Lema 177. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno y ey,...,e, € V vectores ortonormales.

Entonces se tiene lo siguiente.

(i) Para ai,...,on € K se tiene

laier @ --- @ anen”2 = ‘041’2 +... ‘O%F'

(ii) Los vectores e1,...,e, € V son linealmente independientes.
Proof. El punto (i) es una consecuencia de varias aplicaciones de Pitagoras, pues
[arer @ - @ anen||* = |larer]|* + |lazes ® -+ ® aney, || = a1 |* + [|azes & -+ ® anen*
El punto (47) es una consecuencia de (7): si aje; & -- - ® ane, = 0, entonces
loq |2+ .. a2 =0,
y en consecuencia oy = -+ = ay, = 0. Ol

Definiciéon 178. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. Siei,...,e, € V son una base de
V y es ortonormal, entonces se dice que es una base ortonormal.

Por ejemplo, la base canonica e; = (1,0,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,0,...,1)
son ortonormales en K". De inmediato obtenemos lo siguiente.

Lema 179. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno con dim(V) = n, Si vi,...,v, son
ortonormales, entonces son una base ortonormal.
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Proof. Sivy,...,v, son ortonormales, entonces son linealmente independientes segin Lema 177
(ii). Segun Corolario 71, es base. O
Teorema 180. Sea (V,(-,)) un espacio producto interno y ey,...,e, una base ortonormal.

Entonces para cada v € V,

v={(v,e)e1 D - D(v,e,)e,,

IVIZ = 1v e+ + (v, en) .
Proof. Dado que eq,...,e, es base, existen a1, ..., a, tal que
V=qwo1e; D - Daye,.
Por lo tanto,
(er,v) = (ex,a1e1 @ - - D age,) = ar{eg,e1) + -+ ap(eg,e,) = .
El Lema 177 (i) implica la segunda identidad. O

Si tenemos una lista de vectores vq,..., v, linealmente independientes, entonces es posible de-
terminar una lista ortonormal que genere los mismos subespacios.

Lema 181 (Gram-Schmidt). Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno y vi,...,v, una lista
de vectores linealmente independientes. Entonces, los vectores eq, ..., e, dados por
\2!
e = —,
[[vall
0y = V2 © (va,er)e;
[v2 © (va,er)er|
op = O (vi,e1)e1 O O (Vi,ep_1)ep_1
[Vi © (vi,e1)e1 © - O (vi,ep_1)er 1|
son ortonormales, y span (eq,...,e) =span (vi,...,vg) para k =1,...,n.
Proof. Notamos que v # 0, y por lo tanto ||e1]| =1 y span (v;) = span (e1). Supongamos que

1 < j <n,y que ya hemos verificado que
(a) eq,...,ej_1 son ortonormales

(b) span(eq,...,e;) =span(vy,...,vg) parak=1,...,5 — 1.
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Verificaremos ahora que e; esta bien definido y que se cumplen (a) y (b) para j. Notamos que
la independencia lineal de los v, implica

v; ¢ span (vi,...,v;j_1) =span(e,...,ej_1).
Por lo tanto, e; esta bien definido, y ||e;|| = 1. Para 1 <k < j tenemos

(vi©(vj,e)e1 O O (vj, e 1)ej 1,e)

€e;,er) =
€3> k) [vi ©(vj.e1)e1 6O (vj,ej_1)ej]
_ (vj,er) = (vj,ex)
[v; ©(vj,er)e1 6 S (vj,ej_1)ej]
=0.
Por lo tanto, eq,...,e; son ortonormales. Ademés, por definicién, v; € span(ei,...,e;), y por
lo tanto span (vy,...,v;) C span (ey,...,e;). Notamos que vi,...,v; son linealmente indepen-
dientes por hipotesis, y eq,...,e; son linealmente independientes por ser ortonormales. Por lo
tanto, dimspan (vi,...,v;) = j = dimspan (eq, ..., e;). Concluimos entonces que
span (vy,...,Vv;j) =span(eq,...,€;).

En particular obtenemos lo siguiente.
Corolario 182. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno de dimension finita. Entonces existe
una base ortonormal. Ademds cada lista de vectores ortonormales puede completarse a una base
ortonormal.
Sea (V, (-,+)) un espacio producto interno. Para u € V fijo, notamos que la funcion

v = (v,u)
es un elemento de V*.

Ejemplo 183. Consideramos los siguientes ejemplos.

(i) Consideramos (R3,(-,-)) con el producto interno Euclidiano. Para ¢ € (]R?’)* dado por
o(x1, T2, x3) = 201 — brg + 3. podemos escribir

o(v) = (v,u) para todo v € R?,

donde u = (2,—5,—1).
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(i1) Consideramos Pa(R) con el producto interno

1
<P=Q>=/ p(2)q(z) da.

-1

Para ¢ € P2(R)* dado por

1
o(p) = / p(t) cos(mt) dt,

-1

no es para nada obvio que existe un q € Po(R) tal que

¢(p) = {q,p) para todo p € Py(R).

Teorema 184 (Representacion de Riesz en dimension finita). Sea (V, (-,-)) un espacio producto
interno de dimension finita. Entonces, para cada ¢ € V* existe inico uy, tal que

o(v) =(v,u,) para todo v €V.

Proof. Sea eq,...,e, una base ortonormal de V, que existe segin Corolario 182. Usando Teo-
rema 180 y la linealidad de ¢ podemos escribir

p(v) =p((v,e)er @@ (v, en)e,)
= (v,enp(el) +--+(v,en)p(en)

= <v,We1 D Dpley)en).

Es decir, u, := p(e1)e; @ - @ p(e,)e, cumple con
o(v) =(v,u,) paratodov e V.
Para mostrar unicidad, supongamos que uj, us cumplen con
o(v) =(v,u1) = (v,ug) paratodov e V.
Entonces
(v,u; Sug) =0 paratodoveV.

En particular (u; © ug,u; © uy) = 0, y por definicion de productos internos u; © uy = 0, o sea
u; = ug. O
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6.2 Complementos y proyecciones ortogonales

Definiciéon 185. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. Para U C V, se define el com-
plemento ortogonal

Ul ={veV]|(v,u) =0 para todo u € U}.
Lema 186. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno. Entonces,
(i) UCV=TUr<V™
(i) {0} =V.
(iii) V+ = {0}.
(i) UCV=UNUC{0},yU<V=UNU={0}
() UCWCV=WCUL

Lema 187. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno y U < V un subespacio de dimension
finita. Entonces

(i) V=Ua U
(ii) U = (UH)*.
Proof. Mostraremos solo (7). Verificamos primero que
V =U+U" (6.1)
Sea ey, ..., e, base de U. Para cada v € V podemos escribir

vV = <Vael>el@"'@(Vaen>en@V@(Vael>81@“‘@<vyen>en

u:i= W=

Obviamente, u € U. Ademas, (w,e;) = 0, y por lo tanto (w,u) = 0. Concluimos que w € U™,
y por lo tanto (6.1). Segtin Lema 186, U N U+ = {0}, y por lo tanto la suma es directa,
V=UsU. O

Definiciéon 188 (Proyeccion ortogonal). Sea (V, (-,-)) un espacio producto interno y U <V un
subespacio de dimension finita. Entonces se define Py € L(V) como Pyv = u, donde v =udw,
uc U,w e Ul sequn Lema 187. En otras palabras,

Pyv=(v,e1)e1 @D (v,e,)e,

Lema 189. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno y U < V un subespacio de dimension
finita. Entonces se tiene lo siguiente.
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(i) Py € L(V),
(ii) Py(u) =u para todo u € U,
(iii) Py(w) = 0 para todo w € Ut
(iv) ime(Py) = U,
(v) ker(Py) = U+,
(vi) v © Py(v) € Ut para todo v €V,
(vii) P% = Py,
(viii) ||Puv| < ||v|| para todo v € V.
Proof. tbc O

Lema 190. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno y U < V un subespacio de dimension
finita. Para v € V se tiene

|lve Puv| <|lveu| para todo u € U.
Proof. Sea u € U, entonces

lve Puv|? < |lve Puv|? + | Puv e ul
= |vo Pyva Pyvoul
=|voul*

La primera identidad arriba es una consecuencia del teorema de Pitagoras, pues Pyv & u € U,
y segiin Lemma 189 v © Pyv € UL, O

6.3 Transformacions adjuntas

Sean (V,(-,)v) v (W,(-,-)w) dos espacios producto interno de dimension finita., y f €
L(V,W). Para w € W, notamos que

v (f(v), w)w

es un elemento de V*, y por el teorema de representacion de Riesz existe tinico elemento w’ € 'V
tal que

<f(V) ) W>W = <V’W/>V'

Definicion 191. Usando las notaciones de arriba, la funcion f': W — 'V dada por f'(w) = w
se llama adjunta de f.
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Tenemos lo siguiente.

Lema 192. Sean (V, (-, )v) vy (W, (-, )w) dos espacios producto interno sobre K de dimension
finita, f € L(V,W), y f": W — V su adjunta. Entonces f' € L(W,V). Ademds, tenemos lo
siguiente.

(i) (f+9) =f+4g para f,g € L(V,W),
(ii) (Nf) = Nf' para f € L(V,W), X € K,
(iti) (f')" = f para f € L(V, W),
(iv) id" = id,
() (fog) =¢ of para g€ L(V,W), f € L(W,U).

Ademds,

Recordamos que si A € K™ " entonces la matriz A% = (a;l)?’:nf i—1 € K™™ dada por
Aj; = Qij

se llama transpuesta conjugada (transpuesta hermitiana) de A.

Lema 193. Sean (V, (-, )v) vy (W, (-, )w) dos espacios producto interno sobre K de dimension
finita con bases ortonormales € = {e1,...,e,}, y F ={f1,...,£,}. Entonces

e r (/)T = re(f).
O

Definiciéon 194. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno y f € L(V). Entonces [ se llama
auto-adjunto, si f' = f, es decir

(f(u),v) = (u, f(v)) para todo u,v € V.

Lema 195. Sea (V,(-,)) un espacio producto interno cobre K € {R,C} y f € L(V) auto-
adjunto. Entonces o(f) C R. En otras palabras, cada valor propio es real.



6.3. TRANSFORMACIONS ADJUNTAS 89

Proof. Sea A € o(f) y v un vector propio asociado. Entonces
AvI? = (v, v) = (f(v),v) = (v, f(v)) = (v, Av) = Al v|.
Por lo tanto, A = \, o sea A € R. O

Definiciéon 196. Sea (V,(-,-)) un espacio producto interno y f € L(V). Entonces f se llama
normal, si fo f' = f'of.

Por ejemplo, transformaciones auto-adjuntas son normales pues f = f’.

Ejemplo 197. El operador f € L(C?) con matriz asociada con respecto a la base candnica
2 =3
3 2

Teorema 198 (Teorema espectral en C). Sea (V, (-,-)) un espacio producto interno de dimension
finita sobre C y f € L(V). Entonces los siguientes afirmaciones son equivalentes:

no es auto-adjunto, pero si es normal.

(i) f es normal,
(ii) existe una base ortonormal de V de vectores propios de f,
(iii) f tiene una matriz asociada diagonal con respecto a una base ortonormal de V.

Teorema 199 (Teorema espectral en R). Sea (V, (-,-)) un espacio producto interno de dimension
finita sobre R y f € L(V). Entonces los siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) [ es auto-adjunto,
(ii) existe una base ortonormal de V de vectores propios de f,

(iii) f tiene una matriz asociada diagonal con respecto a una base ortonormal de V.



