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Chapter 1

Algebra lineal numérica

El objetivo de algebra lineal numérica es realizar las operaciones de algebra lineal con algoritmos
numéricos. Vamos a trabajar sobre el campo de escalares K € {R,C}. Matrices A € K™*"
tienen m filas y n columnas, y K” = K™, es decir vectores z € K" siempre son columnas:

a171 CL172 e CL17n I
a21 ag.2 e azn T2
A - s xTr =
am,1 Om2 .- Gm.n In
. .. — T _ .

Si A € K™ usamos la notacion A" := A € K™, donde T representa el conjugado de
z € Cy AT es la matriz traspuestal. Notamos que si # € K” un vector columna, entonces z!
es un vector fila, y el producto interno Euclidiano en K" es (z,y) := zMy. Recordamos que

(AB)H = B"AM. La matriz de identidad en K™*" la anotamos como I,,. Recordamos que una
matriz Q € K™ " se llama unitaria, si Q" = Q' (también se dice ortogonal si K = R, es decir

QT =0,

1.1 Repaso/Profundizacion de Analisis Numérico I

En Anélisis Numérico I hemos presentado métodos para resolver un sistema lineal Ax = b con
A € R™ ™ En problemas reales, el tamaiio n del sistema suele ser muy grande, es decir n ~ 10°.
Si queremos implementar algoritmos para resolver sistemas lineales, tenemos que tener en cuenta
lo siguiente.

(1) Costo de almacenamiento: Una matriz A € R"*" en doble precisién necesita 8-n? bytes
de memoria. Por ejemplo, para n = 10 necesitamos aproximadamente 8000 Gigabyte de
memoria. Destacamos que todos los datos que se quieren usar en una calculaciéon deberian
estar en la memoria de acceso aleatorio (RAM) de la maquina.

1Si K = R, entonces A" = AT
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(2) Costo operacional: El tiempo de calculo necesario debe ser lo menor posible. Una
medida standard del costo operacional es la cantidad de operaciones aritméticas (+, —, -, /)
que requiere un algoritmo. La unidad de una operacion aritmética se llama flop (floating
point operation). Usualmente, la cantidad de flops es un polinomio en n. Por ejemplo, para
calcular el producto Az con A € R™*" se necesita n(2n—1) = 2n? —n flops. Para n grande,
el termino n es despreciable comparado con el termino 2n?, y se dice que el costo operacional
es asintoticamente n?. Visualizaremos la importancia del costo computacional con un
ejemplo. La regla de Cramer dice que la solucion = del sistema Az = b es dada por
xj = det(A;)/det(A), donde A; es la matriz que se obtiene reemplazando en A su columna
j-ésima por b. Si los determinantes se calculan mediante la férmula recursiva usual, el costo
operacional de calcular z es asintoticamente (n + 1)!. La eliminaciéon de Gauss, por el otro
lado, tiene un costo asintotico de n3. En un computador moderno con 1 Gflop por segundo,
se obtiene para n = 20 un tiempo computacional de 10~ segundos para la eliminacién de
Gauss, pero 1500 afios para la regla de Cramer.

1.1.1 Normas y condicionamiento

Ya sabemos que si X es un espacio vectorial sobre el campo de escalares K, entonces una funcion
| -] : X = [0,00) se llama norma sobre X y (X,|| - ||) espacio normado, si

(i) ||z]] =0 siy solosi z =0,
(ii) [[Az]| = |A| - ||z|| para todo z € X y A € K,
(iii) ||z +yl|l < [|z|| + |ly|| para todo z,y € X.

Las normas mas importantes sobre X = K" son

/
e la norma euclidiana inducida por el producto interno ||z||s := (me) V2 _ (Z;‘Zl \xj\2> ,

1/p
e las normas p ||z, == <Z?:1 |xj|p) para 1 < p < o0,
e la norma mazima ||z||s 1= maxi<j<p |2;|.
Recordamos el siguiente resultado de analisis funcional.

Lema 1. Sean X un espacio vectorial con dimension finita y | - ||a, | - ||p dos normas sobre
X. Entonces existen dos constantes C1,Cq > 0 tal que

Cillzlla < |lz|lp < Collz|la  para todo x € X.
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Las constantes del ultimo lema dependen de la dimension del espacio. Por ejemplo, para las
normas sobre K" tenemos

lzllso < lllly < nY/P|12] o,

lzll2 < llzlh < ']

Las normas sobre K™ inducen normas sobre el espacio de las matrices.

Lema 2. Sean || - ||gn y || - ||[km normas vectoriales sobre K™ y K™ y define para A € K™*"
Ax Km
Al = sup AT
zekm\ {0} [1Z]lkn
Entonces,
(i) || -1 : K™ = R es una norma, y la llamamos norma matricial inducida.

(ii) Tenemos

|Al| = sup ||Az|lgkm = sup [|[Az|gm =inf{C >0|Vz € K": | Az|gm < C||z|kn} -

ll#]lxn =1 [[#]lxn <1

(iii) Todos los supremos/infimos son mdximos/minimos.
(iv) Para matrices A € K™*P y B € KP*" tenemos ||A- Bl < ||A]l - || B

(v) Si I, € K"" es la identidad, entonces ||I,| = 1.

n

j=1Tj€j € usamos Lemma 1 para ver que

Proof. Para mostrar el punto (i), escribimos z =
existe C' > 0 tal que

n n n
[Az]|gm <> Jaj][|Aejllrm < [|2lloo Y | Aejllxm < [l2]lxnC Y || Aej]|km.
j=1 j=1 =1

Por lo tanto, ||A|| € [0,00), y el resto de las propiedades para concluir (7) son consecuencias de
que || - [[gn ¥ || - [[km son normas y A lineal. Para mostrar (i7), notamos que ||Az|gm /||z|xr =
|A(x/||z||gn)|lgkm, ¥ por lo tanto

[Az||gm
[All = sup = sup }IIA(x/lellKn)Hsz sup || Azl

sekr\{0} 1%k zerm\fo ollen=1

Ademas,

[Azfgm _ [Az][gm

sup ||Az|gm < sup ||Az|gm < sup < = [|4].

2 ln =1 2 fln <1 laln<t NZll&n 7~ zermigoy llzllxn
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Sea M :={C > 0| Ve € K": ||Az|jgm < C|z|g»}. Notamos que para cada C' € M y para cada
x € K", ||Az||gm /||z|xn < C’. Por definicién de supremo obtenemos ||A]| < C’, y por definicion
de infimo obtenemos ||A|| < inf M. Por otro lado, vemos que ||A]| € M, y asi concluimos que
||A|| = inf M. Para mostrar (7ii), notamos que {x € K" | ||z|[xkn = 1} es un conjunto compacto,
y * — Az es continua (incluso continuamente): ||z — y|| < /|| 4], entonces ||Az — Ayl|jgm <
|All[|z — y||xk» < e. Por lo tanto, z — ||Az||gm es continua por la desigualdad triangular inversa,
y funciones continuas sobre conjuntos compactos alcanzan sus maximos/minimos. Los puntos
(iv) y (v) son claros. O

En general es dificil calcular explicitamente una norma matricial, pero en algunos casos especiales
se puede obtener otra representaciéon mas ttil para calculos numéricos. Recordamos que el radio
espectral de una matriz A se define como

p(A) := max {|A| | A € C es un autovalor de A}.

Lema 3. Si usamos sobre K" y K™ las mismas normas vectoriales y anotamos las normas
matriciales inducidas con la misma notacion, entonces

gooey

m n
—T
Il = max > lajel, o Alleo = max > lajel, oy Allz = p(A A2
=1 N k=1

O
Notamos que R C C. Es decir, para matrices A € R™*" podemos definir
Ax||pm Azx|lom
|A|lr := sup m, o tambien ||Al|c := sup &.
zerm\{0} [|Z[[rn zecm\fo} [[zllcn

En general, las dos normas son distintas. Para ciertos casos, son iguales. Por ejemplo, segtin el
lema 3 no importa si usamos la version real o compleja de la definicién de las normas matriciales
con indices 1,2, co.

Lema 4. Sea A € K"*". Entonces
(i) p(A) < ||A|l para cada norma matricial inducida,

(ii) para cada € > 0 existe una norma matrical inducida || - ||z tal que

p(A) < ||Alle < p(A) +e.

Proof. Mostraremos solo (7). Primero sea K = C. Sea A € C con |A| = p(A). Sea 0 # x € C" el
vector propio asociado, Ax = Az. Entonces p(A4) = || = ||Az||/||z]| < |[|A||. Ahora sea K=Ry
|| || una norma en R™ que induce la norma matricial. El problema es que los valores y/o vectores
propios pueden ser complejos. Por lo tanto, definimos sobre C" la norma |z +iy||? = ||=||*+/y|*.
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Notamos que ||z||« = ||z|| para x € R", y de la primera parte obtenemos p(A) < [|A]|.. Falta
mostrar que [|A|| = ||A||«. Primero,
A A A
vekr 12 zern [zl T zecn Izl
Por otro lado,
Al — |A]|? _ [A(z +ay) 12 _ Az + [l Ay|* _ A= + ATl _
JA[lZ = sup =" = sup —~———5= = sup 5 5~ < sup 5 5 — = |14l
seCr 22 ayern lz+iylld  ayern [l +lyll vyekr  [l2]* £ [ly]

O

Existen normas matriciales que no son inducidas. Por ejemplo, la norma de Frobenius

1/2

n
JAllp = | D lajul®

jk=1

es una norma sobre K™*™ pero no es inducida para n > 2, porque ||I,,||r = v/n # 1. Tampoco
es inducida la norma

__ lAllF

pues la matriz A definida por aj; = 6301, es decir

10 0
0 0 0

A= . :
0 0 0

satisface p(A4) = 1y ||A|lr = 1/4/n, lo que se contradice con Lema 4. Recordamos el siguiente
resultado de Anélisis Numérico I.

Lema 5. Sea || - || una norma vectorial y || - || la norma matricial inducida. Sea A € K"*" una
matriz invertible y x,z,b,b € K"\ {0} con Az =b y AT =b. Entonces

Ib —b]
18]

[ — 2|

]

Proof. El resultado se concluye de ||z — Z| = [|A~1(b = b)|| < [[A7||[|Ib — b]| v de [|b]| = ||Az|| <
[[A[[]]]- O

< [lAHAH

El ntimero cond(A) := ||A[|||[A71|| se llama factor de condicionamiento de A. Usaremos cond,
para indicar el factor de condicionamiento calculado en base a la norma p.
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Lema 6. Sea Q € K™*™ una matriz unitaria. Entonces
(1) |Qz||2 = ||z||2 para todo x € K,
(it) [|QA[l2 = [[AQ|2 = [|All2 para todo A € K"*",
fiii) 1|Qllo = 1 y conds(Q) = 1.

(iv) La matriz

Iy 0 (k+n)x (k+n)
(0 Q) e K

es unitaria.

Proof. Todos los resultados son consecuencia de

Q3 = (Qx)" Qv = 2 Q" Qw = 2w = |5,

1.1.2 Las descomposiciones LU y Cholesky

Definicion 7. Una matriz L € K™ se llama triangular inferior, si {;;, = 0 para k > j.
Es decir, todos los elementos arriba de la diagonal son zero. Una matriz U € K™ se llama
triangular superior, si u;, = 0 para j > k. Es decir, todos los elementos abajo de la diagonal
son zero®. Las matrices tienen entonces la forma

611 0 0 uip Uiz ... .. Uln
521 622 0 e 0 0 U292 U223 ... U2n
L=1]: , oy U= 0
: : 0 : : . . :

Para resolver un sistema Ux = b con una matriz triangular superior, notamos que en terminos
de ecuaciones se lee

UL + U122 + -+ UL p—1Tp—1 + UinTy = b1

U2 + -+ + U2 p—1Tp—1 + U2p Ty, = b2

Un—1,n—1Tn—1 T Un—1,nTn = bn—1

UpnLn = bp,.

2L por lower y U por upper en ingles.
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Empezando con la ultima ecuacion calculamos primero

by,
Ty = —.
unn

Ahora conocemos x,, y usando la penultima ecuacién podemos calcular

bn—l — Up—1,nTn

In—-1=
Up—1,n—1

Ahora conocemos x, y Tn—1, y podemos calcular

bp—o — Up—2nTn — Un—2n—1Tn—1

Tp—2 =
Unp—2,n—2

Una vez que conocemos Tp, Tn—1,---,T;j+1, podemos caluclar z; usando la j-ésima ecuacion

n
bj — Zk:j—i—l UjkTk
T = .

Ujj

Este procedimiento se llama sustitucion ascendente.

Corolario 8. Sea U € K™ yna matriz triangular superior invertible. Entonces la sustitucion
ascendente calcula la solucion x del sistema Uz = b en asintdticamente n? flops.

Proof. Ya sabemos que si U es invertible, entonces los elementos de su diagonal no son zeros.
Por lo tanto, no se produce una division por zero y el algoritmo esta bien definido. En el paso j
se calcula n — j productos y restas y 1 division. El ntimero total de operaciones es

n . n—1 (’I’L—l)’I’L
Z(1+2(n—])):n+2Zk:n+7:n2.

, 2
Jj=1 k=1
U

El algoritmo correspondiente para matrizes triangulares inferiores se llama sustitucion descen-
dente. Para resolver el sistema Ax = b, el método mas comun es la eliminacion de Gauss.
Usando operaciones elementales fila, se transforma el sistema Ax = b a un sistema equivalente
(es decir, un sistema que tiene exactamente la misma solucién) con una matriz triangular supe-
rior Ux = b, lo cuél se puede resolver usando sustituciéon ascendente. Recordamos que hay tres
operaciones elementales fila.

Definicion 9. Las tres operaciones elementales fila son
(i) Multiplicar fila k con el nimero o, Ey(c),

(11) Multiplicar fila k con el nimero o y sumar a la fila j, Ejp(a).
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(iii) Intercambiar filas j y k, Ejy,

En este contexto es comodo usar la notacion de la matriz aumentada (A|b), a la cual se aplican
las operaciones elementales. Por ejemplo, para resolver el sistema Az = b con

1 -3 2 1
A — _2 8 _1 3 b = 4 3
4 -6 5 8

generamos la matriz aumentada y aplicamos operaciones elementales fila para generar zeros abajo
de la diagonal,

E271(2)

1 -3 2 |1 1 -3 2 |1
E31(—4)
(Apy=-2 8 -1 | 4] ——— 10 2 3 | 6
4 —6 5 | 8 0 6 —3 | 4 (1.1)
may (L3021 N
22 0 2 3 | 6 |=(Up).
0 0 -12 | —14

El sistema final Uz = b lo podemos resolver con sustitucién ascendente.

En lo que sigue, vamos a representar este proceso en forma matricial. Cada operacion elemental
fila de la definicién 9 puede ser representada por multiplicacion por la izquierda con su matriz
elemental asociada.

Lema 10. Sea A € R™*" y I, € R™™™ la matriz de identidad.

(a) Sea E la matriz elemental de una de las operaciones elementales de la definicion 9, es
decir, la matriz que se obtiene aplicando la operacion elemental a la matriz de identidad I,,.
Entonces, el resultado de aplicar la operacion elemental a una matriz A es igual a E - A.

(b) Sea P una matriz que se obtiene aplicando una seria de cambios de filas a la matriz de
identidad I,,. Entonces P se llama matriz de permutacion. Se tiene P~1 = PT.

Para una matriz elemental vamos a usar la misma notaciéon de la operacién elemental. Por

ejemplo, la operacion Es1(c) en R3 se representa por la matriz elemental

1 00 (0 1 00

(0%

01 0] —="5a 1l 0|=FEy@.

0 0 1 0 0 1
Es decir, la operacién elemental

1 -3 2 B2 (2) 1 -3 2
-2 8 —1| 2 2 3 (1.2)
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la podemos representar en su forma matricial

1 00 1 -3 2 1 -3 2
21 0)-1-2 8 —-1})=(0 2 3
0 01 4 —6 5 4 —6 5
Por otro lado, todos las cambios de fila en R? son
010 0 01 1 00
10 0,0 1 0,0 O 1
0 0 1 1 00 010
=FEi2 =FEi3 =FE»3
Es decir, la operacién elemental
1 -3 2 4 —6 5
Ey 3
-2 8 —-1]—-2 8 -1 (1.3)
4 —6 5 1 -3 2
la podemos representar en su forma matricial
0 0 1 1 -3 2 4 —6 5
0o1o0)--2 8 —-1|=|-2 8 -1
1 00 4 -6 5 1 -3 2

Ahora podemos obtener una representacion matricial de la eliminacion de Gauss (1.1). Primero
notamos que la operacion elemental fila F 1 (2) es invertible, y su inversa es obviamente Fs 1(—2).
Es decir, (1.2) se puede escribir como

Lo=3 2\ (1 =802
—2 8 1| 0 2 3|,
4 -6 5 4 -6 5

y segin Lema 10 eso se lee en forma matricial

1 -3 2 1 0 0 1 -3 2
-2 8 —-1|=|-210]-({0 2 3
4 —6 5 0 01 4 —6 5

La segunda operacion elemental Es;(—4) se explicita entonces como
1 -3 2 100 1
0o 2 3]=1010)-10 2 3],
4 —6 5 4 0 1 0 6 -3
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y la tercera E39(—3) como

1 -3 2 1 00 1 -3 2
0 2 3 ]=1010P0 0 2 3 ,
0 6 =3 0 3 1 0 0 -—12
Finalmente, podemos representar (1.1) como
1 -3 2 1 0 0 1 00 1 00 1 -3 2
-2 8 —-1|=|-210)-{0 1T 0}J-{0 1 OfJ-10 2 3
4 -6 5 0 01 4 0 1 0 3 1 0 0 —12

Lema 11. Sean A, B € K™*™ triangular superior (inferior). Entonces el producto AB es trian-
gular superior (inferior).

Proof. Demostramos solamente el caso superior. Sabemos a;; = 0 para i > j y bj, = 0 para
j > k. Los elementos del producto D := AB satisfacen

n k
di = Z aijbjr = Z aijbj,
j=1 j=i

o sea d;, = 0 para i > k. O

Volviendo al ejemplo de arriba, concluimos que A = LU con matriz triangular inferior L y matriz
triangular superior U. La matriz U es el resultado de la eliminacién de Gauss, y la matriz L
contiene todos los factores que usamos en el proceso. De hecho, es facil calcular L, pues

1 00 1 00 100 1 00
-2 1 0]-{0 1 0})-10 1 0)=|-2 120
0 01 4 0 1 0 3 1 4 31

Este procedimiento se extiende obviamente a matrices A € R"*™. Sea

all a2 ... Qin

a1 a2 ... Q2pn
A=A .=

an1 An2 ... QApp

(1) Paso 1: Multiplicar mj; := a;1/ai; con fila 1 y restar de fila j, j > 1:

1 aip a2 ... Qain
maoi 1 (2) (2)
A(l) I 1 Qg9 v gy,
@  ®
M1 1 an2 v Qmpn
=A2)

::L(l)
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(2) Paso 2: Multiplicar mjs := ag)/ag) con fila 2 y restar de fila j, j > 2:

1 a1 a2 a3 ... Qip
2 2 2
1 agz) ag?)) . agn)
A® = mzp 1 ol .. a)
me 1 8 ol
=L —AB)
(3) Paso k: Tenemos
ajl Apn
2 2
afy af
A®) = k 4
NOR
RO
Multiplicamos mjj, := ag.],? / a,(;z) con fila k y restar de fila j, j > k:
ajl Apyn
1 (2) (2
1 ) Ao,
- k) k) (k)
Ak — 1 agy (ak(k)-i-l) (akn)
k+1 k+1
Mty 1 Ot 1) (k+1) (k+1)n
My, 1 (k—-i-l) . (-k)
k Gy 1) .. apn
:=L(k)
=Ak+1)
Despues de (n — 1) pasos obtenemos
A=r1W .2 . .. .. L= 4

donde A™ es triangular superior y los L*) son

triangulares inferiores. Como producto de

matrices triangulares, la matriz L := LM . L&) ..... L("=1) ¢g triangular inferior. Mas atn, es
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facil calcular

1
mo1 1
m31 M3z
L= : : : 1
mey1yr 1
Mpl Mp2 ... My R |

Es decir, podemos expresar A como un producto de una matriz triangular inferior con una matriz
triangular superior.

Teorema 12 (Factorizacion LU sin pivote). Para una matriz A € K"*™ son equivalentes los
siguientes dos enunciados.

(1) Cada submatriz Ay = (a,-j)ﬁjZ1 € KF*F es invertible.

(ii) A tiene una factorizacion LU, es decir, A = LU, con L triangular inferior e invertible, U
triangular superior e invertible. Ademds, existe wnica descomposicion LU con lj; =1 para
todo j=1,...,n.

(#ii) La eliminacion de Gauss se puede llevar a cabo sin intercambiar filas.
En este caso, la descomposicion LU se puede calcular en asintdticamente n® flops.

Proof. Demostramos solo la equivalencia (i) < (i7), la relaciéon con la eliminaciéon de Gauss fue
abordada arriba.

(71) = (i): Segun hipotesis son invertibles L y U, y por lo tanto todos los submatrices Ly y Uy.
Dado que Ay = LUy, obtenemos (i).

(i) = (i7): Procedemos por inducciéon en n: Para n = 1 sabemos aq1 # 0, y por lo tanto podemos
escribir a3 = ljjug; con ly1,u1; # 0. En el paso inductivo, supongamos (i) = (ii) para n — 1.
Supongamos (i) para n. Escribimos

con b,c € K"y a,, € K. Falta demostrar que existen tinicos £,u € K"~'y p # 0 € K tal que
Ap—1 b o Lp1 O U1 u
¢’ ann) T U7 1 0 p)°
Notamos que el ultimo sistema es equivalente a los tres sistemas

b= L,_1u, c=U] ¢, Y pn = £ u+ p.

Los primeros dos sistemas tienen tnicas soluciones u, ¢, pues L,_1,U,_1 son invertibles segtin
hipotesis. Falta demostrar que p # 0. O
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El problema obvio con la la descomposicion LU sin pivote (es decir, con la eliminacion de Gauss
sin intercambiar filas) es que no se puede llevar a cabo si nos encontramos con un elemento en
la diagonal que es zero. Por ejemplo, como caso extremo consideramos

A:G é)

La matriz A es invertible, pero no podemos hacer ni el primer paso en eliminacion de Gauss por
a11 = 0. No obstante, observamos que con un cambio de filas

(o) ()= ()= D) ()= G2)

obtenemos una matriz donde la eliminacién de Gauss se puede llevar a cabo. En general, en el
paso k de la descomposicién LU tenemos

ail ... Apn

2 2

afy b,

AR = T :k
AW
b alh)

Si a,(;z) = 0, entonces no podemos seguir con la eliminacién de Gauss, pues, los m;;, no estan bien
definidos por una divisién por zero. En este caso es necesario aplicar un cambio de filas con el fin
de obtener un elemento no zero en la diagonal. Aun si a,(glz) # 0, es aconsejable aplicar un cambio
de fila con el fin de obtener un elemento en la diagonal que sea mayor en valor absoluto. Este
procedimiento resulta en un algoritmo mas estable, que se llama factorizacién LU con pivote
parcial. Si la matriz A es invertible, entonces se puede demostrar que existe por lo menos un
elemento en la columna restante k de A®)

(k)

. k
que no es zero. Como ya mencionado, buscamos una fila ¢ € {k,...,n} con elemento a,’ mas

grande en modulo,

k k
lag)| > max [af)]

=K,y
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Notamos que aéi) =% 0 si A es invertible, y aplicamos la operacion elemental de cambio de filas
Eog,

ail Apyn ail Apn
2 2 2 2
asy) ay) asy) ay)
) () ) ()

a e a a e a ~

AR) = kk ]m = By - é:k Z:n = By - A®),

k k k k
R P
RO B

A la matriz A®) podemos aplicar el proximo paso en la eliminacion de Gauss, pues aéz) £ 0.

Multiplicamos mjj, := ayz) / a%z) con fila k y restar de fila j, j > k:

(45 5 QApn
! e e
1 22 2n
| ® W (®)
A®) = B, - 1 . @y, (Zj(lk)ﬂ) (Zjnl)
+ +
M 1 Chr)(k+1) 0 Ykri)n
My, 1 (Iﬁl-l) - (.k)
k Ot 1) .. anmn
:=Lk) A

Al final obtendremos

A=pP0 . L. pR. @ . . pe=). pn-1)g0)

donde las L¥) representan las eliminaciones de Gauss, y las P®%) son las matrices de permutacion
de los cambios de filas (si no hay cambio de filas, entonces P*) = I, la identidad). Todos los
cambios de filas que se producen durante el algoritmo corresponden a una permutaciéon de filas
de la matriz original A.

Teorema 13 (Factorizacion LU con pivote parcial). Sea A € R*™ una matriz invertible. En-
tonces existe una matriz de permutacion P tal que P - A tiene una descomposicion LU, es decir
P-A=1L-U, con L triangular inferior e invertible, U triangular superior e invertible. La
eliminacion de Gauss con pivoteo parcial calcula la descomposicon de LU con pivote parcial en
asintdticamente n® flops. ]
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Tambien se puede hacer un pivote total, donde se aplican tambien cambios de columnas. En
este caso, la descomposicion serd P - A-Q = L - U, donde P es una matriz de permutacion
reflejando los cambios de filas, y ) es una matriz de permutaciéon reflejando los cambios de
columnas.

Digamos que nuestro objetivo es
hallar z € R" tal que Az = b. (1.4)

Si tenemos una factorizacion LU como PA = LU, entonces podemos proceder de la siguiente
manera:

(i) usando sustitucion descendente, calcular y € R™ tal que

Ly = Pb.

(ii) usando sustitucion ascendente, calcular x € R™ tal que

Uz =y.

Obviamente, si z es la solucion calculada en (a)—(b), entonces
PAx = LUx = Ly = Pb,
lo que implica Az = b y asi x también es solucion del sistema original.

Notamos que la soluciéon de (1.4) con eliminacién de Gauss necesita asintoticamente n? flops,
mientras la solucién de los sistemas en (i) y (ii) necesita asintéticamente n? flops. Digamos que
ahora nuestro objetivo es resolver n sistemas

ij:bj, jzl,...,n, (15)

con la misma matriz pero diferentes lados derechos. Si resolvemos cada sistema (1.5) con elimi-
nacion de Gauss, necesitamos asintoticamente n - n3 = n* flops. Por el otro lado, si calculamos
primero una factorizacion LU como PA = LU y resolvemos despues cada sistema (1.5) con el
procedimiento (i)-(ii) de arriba, entonces necesitamos n? + n - n? = 2n3 flops. Notamos que la
condicion de L y/o U puede ser mas grande que la condicion de A. En este caso, resolver un
sistema lineal con el procedimiento de arriba resulta en un algoritmo inestable. Este efecto es
peor para factorizacion LU sin pivote.

Si la matriz A bajo consideracion tiene cierta estructura o propiedad, entonces el costo de alma-
cenamiento y el costo operacional para resolver un sistema pueden optimizarse.

Definicién 14. Una matriz A € R™™™ se llama
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(1) simétrica, si aj, = ayj para todo j,k. En otras palabras la matriz y su transpuesta son
iguales, A= AT.
(2) definida positiva, sixz' - A-x >0 para todo 0 # x € R™.
O

Si una matriz A es simétrica, entonces serd deseable obtener una descomposicion LU con la
simetria U = LT, es decir,

A=L-L"

con L triangular inferior. Para desarollar un algoritmo, simplemente igualamos Ay L - LT y
calculamos los elementos de L en el orden correcto. En el caso de matrices en R3*3, obtenemos

a1 a1 as fu 0 0 b o1 U3
a1 agp azp | = [fa1 fa2 O |- | O floo (I3
asy asy ass l31 U39 {33 0 0 {33

Entonces, recorremos la parte triangular inferior de A y obtenemos

1. columna 1

(a) fila 1: 417 = /a1,
(b) fila 2: oy = a9 /011,
(c) fila 3: 31 = as1/tq1,

2. columna 2

(a) fila 2: 622 = 1/ Q29 — 6% s

(b) ﬁla 3: 632 = (CL32 — 631621)/622,
3. columna 3

(a) fila 3: l33 = \/ags — E?ﬂ — fgz.

Las operaciones criticas que se producen durante el algoritmo (raizes, divisiones) son bien
definidas si la matriz A, aparte de ser simétrica, es definida positiva.

Teorema 15 (Cholesky). La matriz A € R™*™ es simétrica y definida positiva si y solo si existe
L € R™" triangular inferior e invertible, tal que

A=1L-L".

Adicionalmente, la matriz L es unica bajo la condicion £;; > 0. El algoritmo de Cholesky calcula
la matriz L en asintdticamente n® flops.
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1.1.3 Matrices ralas

En la siguiente tabla recordamos costo de memoria y computacional para matrices generales:

operacion costo asintotico
almanecenamiento de A € R™*" n?
A-z para A€ R"™" z € R" n?
A+ B para A, B € R™*" n?
A - B para A, B € R"*" n3
resolver Az = b, A € R"*™ n3

En la practica aparecen matrices que son muy grandes, pero contienen muchos zeros. Estas
matrices se llaman ralas®. Aunque no existe una definiciéon rigurosa, vamos a llamar una matrix
A € R™™ rgla si el nimero N de elementos no zeros de A es proporcional al tamano n. El
almacenamiento de matrices ralas y operaciones con ellas pueden optimizarse, omitiendo los
elementos zeros. Para almacenar una matriz rala es suficiente almacenar los elementos aj, # 0
y las coordenadas 7, k. Es decir, necesitamos tres vectores j,k,a € RY, donde N es el ntimero
de elementos no zeros de A. Para cada elemento a;, # 0, existe tnico inidice ¢ tal que j, = j,
k) =k, y ag = aj;. Por ejemplo, la matriz

2 -1 0 0 O
-1 4 -2 0 O
A= -2 4 =3 0

la podemos representar en este formato como

(1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5)
(1,2,1,2,3,2,3,4,3,4,5,4,5)
(2,-1,-1,4,-2,-2,4,-3,-3,6, -2, -2,4)

J
k
a

Mencionamos que existen otros formatos, el més eficiente para muchas operaciones es el formato
CSR (compressed sparse row).

3sparse en inglés
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1.1.4 Meétodos iterativos

En lo siguiente, vamos a mostrar dos matrices y sus factores de Cholesky.

100 1 0O 1 100 0 00 O
010 2 00 2 010 0 00 O
oo0o1 3 00 3 001 0 0O0 O
A=11 2 3 39 0 0 104 |, La=1[|1 2 3 5 0 0 O
000 0 10 ) 000 0 1 0 O
000 0 01 6 000 0 01 O
1 2 3 104 5 6 8863 1 2 3 18 5 6 92
883 6 5 104 3 2 1 94.1435 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000  0.0000  0.0000
6 10 0 0 0O 0.0637  0.9979  0.0000 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000
5 01 0 000 0.0531 —0.0033 0.9985 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000
B=]1104 0 0 39 3 2 1|, Lp=| 11047 -0.0705 —-0.0589 6.1458 0.0000  0.0000 0.0000
3 00 3 1 00 0.0318 —0.0020 —0.0017 0.4823 0.8753 0.0000  0.0000
2 00 2 010 0.0212 -0.0013 —-0.0011 0.3215 -0.1779 0.9297 0.0000
1 00 1 001 0.0106 —0.0006 —0.0005 0.1607 —0.0889 —0.0728 0.9802

Observamos que en el caso del la matriz A, el factor de Cholesky L 4 reproduce la estructura
rala de A. Sin embargo, en el caso de la matriz B ocurre un fill in, es decir, aunque B es rala,
se llena todo el perfil con elementos no zeros en el factor de Cholesky. En el caso extremo,
podemos almacenar una matriz A rala, pero no su factor de Cholesky. El efecto se produce en
muchos algoritmos. En el caso de resolver sistemas lineales Ax = b, se prefiere entonces métodos
iterativos, que solo requieren la multiplicacion con la matriz A. Métodos iterativos calculan una
sucesion (x)ren, T € R™, que converge a la solucion exacta x del sistema Az = b.

Definiciéon 16 (Método iterativo simple). Sea A € R™*™ invertible y b € R™. Sean M, N € R™"*"
tal gque A = M — N. Para un vector inicial xg € R™ se define la iteracion

Mz = Nz +b, para todo k > 0.
O

Para calcular la sucesion (xy)ren, tenemos que resolver entonces en cada paso un sistema de la
forma Mz, = b. Es decir, la soluciéon de este tltimo sistema tiene que ser muy econdmice-
conomicoomparacion con el sistema Ax = b para que el método iterativo tenga sentido.

Definicion 17. El método iterativo de la Definicion 16 se llama convergente si para cada punto
inicial xy € R™ la sucesion (x)gen converge. O

En la dltima definicién no pedimos convergencia de (zj)ren a la solucion exacta z. Eso no es
necesario, pues, si la sucesion (xy)ren converge a un vector z, entonces Mx = Nz + b, es decir,
Az = b. Concluimos que el limite de (zj)ren, si existe, es solucion de nuestro problema.

Teorema 18. El método iterativo de la Definicion 16 converge si y solo si
p(MIN) < 1.

La matriz M—YN se llama matriz de iteracion del método.
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Proof. Por el Lema 4 existe una norma matricial || - || inducida por una norma vectorial que
también vamos a anotar por || - ||, tal que |[M~!N| < 1. Sea = la solucién de Az = b, entonces
x = M"Y Nz +b). Por lo tanto

ap—x =M 'Naj_y+ M 'b— MY (Nz+b) = M 'N(zj_y — z).
Concluimos que z —z = (M ~'N)(zg — z), y por el Lema 2,
ok = | < [MTIN|*|lo - 2 (1.6)

Dado que |[M~!N|| < 1, concluimos que ||z}, — z| — 0. Dado que todas las normas sobre un
espacio vectorial de dimension finita son equivalentes, concluimos el resultado. O

En lo que sigue vamos a descomponer la matriz A € R™*"™ en los tres componentes

a1 0 0 .0 0 app -  ai,
D - 7L - a21 7U = ?
Un—1,n
0 ... G an1 o+ Gppe1 O 0 ... 0

es decir A = D + L 4+ U. Dos métodos iterativos basicos son

1. Método de Jacobi: En este método, M = Dy N = —(L+ U), es decir
ka_H =b- (L + U)J}k

La matriz de iteracion es —D (L + U). El tltimo sistema se resuleve con costo computa-
cional n, pues, D es una matriz diagonal. De hecho,

1 n
Tpt1,0 = — <bz - Z aéﬂk,j)-
g =
J#L
2. Método de Gauss-Seidel: En este método, M = (D + L), N = —U, es decir
(D + L)azkﬂ =b—Uxy.

La matriz de iteracién es —(D + L)™'U. En el tltimo sistema se puede resuelve con costo
computacional n?, pues, la matriz D + L es una matriz triangular inferior. De hecho, si
reducimos la sustitucién descendente, obtenemos

1 /—1 n
Thtll = —— (bé - Zaéjiﬂkﬂ,j - Z azg'wk,j)- (1.7)
e =1 j=t+1
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1.2 Proyecciones sobre subespacios y minimos cuadrados

Muchos métodos en ingenieria producen el problema de concordar ciertos parametros de un
modelo con algunas mediciones. Eso produce el problema de resolver en algtin sentido un sistema
sobredeterminado Az = bcon A € K"™*" m > n. Sib ¢ Im(A) entonces no hay solucion z clésica.
La idea entonces es encontrar un z € K” tal que b — Ax es pequenio en la norma euclidiana, es
decir

b— Az = min [|b— Ay]|s. 1.8
[ |2 ;Ielﬁg}LH yll2 (1.8)

Sim = ny A es regular, entonces (1.8) tiene tinica solucién x = A~'b. Obviamente, una soluciéon
de (1.8) depende de la norma usada. Vamos a usar la norma euclidiana || - |2, pues en este caso
es facil resolver (1.8): la norma euclidiana es inducida por el producto interno zMy, y por lo
tanto Az es la proyeccion ortogonal de b en el subespacio Im(A), es decir 2" (b — Ax) = 0 para
todo z € Im(A). Dado que Im(A) es el espacio generado por las columnas de A, obtenemos las
ecuaciones normales

AM(b— Az) =0, obien A4z = A"p (1.9)

Usar la norma euclidiana || - || en (1.8) es equivalente a minimizar una suma de cuadrados
S |b; — (Ay);]?, v eso explica el nombre minimos cuadrados
=119 Y=y p :

Lema 19. Una solucion = € K" de (1.8) es solucion de (1.9) y vice versa.

Proof. Primero demostramos que (1.8) implica (1.9). Si x es solucion de (1.8), entonces para
cada z € K" la funcién p : R — R dada por p(t) = ||b — A(x + t2)||3 tiene un minimo local en
t = 0. Calculamos

p(t) = (b— Az +t2))7 (b — A(z + t2))
=M — 2Re b Az + (Az)H Az + 2t Re ((Az)HAx - (Az)Hb> + 12 ((AZ)HA2>

y concluimos que p es un polinomio de grado 2 y por lo tanto diferenciable. Dado que p tiene
minimo local en t = 0, concluimos que p’(0) = 0. De la formula arriba se concluye

Re <ZHAHAx — zHAHb> =0 para todo z € K",
lo que implica (1.9). Por el otro lado, si x es soluciéon de (1.9), entonces
(A2)"(b— Az) =0  para todo z € K"
y para cada y € K" podemos concluir
I — Az[|3 = (b — Az)" (b — Az) = b"(b — Az) = (b — Ay)" (b — Az) < [|b— Ayll2[|b — Az]-,

lo que implica (1.8). O
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Lema 20. Problema (1.9) siempre tiene solucion x € K. Siker(A) = {0}, entonces la solucion
es unica.

Proof. Para demostrar la existencia, recordamos primero la identidad Im(A4)* = ker(AM),
Im(A)*+ = {y e K™ |Vz e K" (Ax)Hy} = {y e K™ |Vz e K® zAMy = 0} = ker(AM),

y la descomposicion ortogonal K™ = Im(A)@®Im(A)*+ = Im(A) @ ker(A"). Es decir, cada b € K™
lo podemos escribir tinicamente como b = v + w von v € Im(A) y w € ker(A"). Sea x € K" con
v = Az, entonces AMb = A" (Az + w) = A" Ax.

Para ver la unicidad, supongamos que A" Az = 0. Concluimos que
0=a"4" Az = (Ax)" Az = ||Az||3,
y por lo tanto Ax = 0. O

Como ya mencionamos, el problema (1.8) esta relacionado con el calculo de proyecciones ortog-
onales: Sea (A) un subespacio de R™ y II 4 : R™ — (A) la proyeccion ortogonal, es decir

6 — L 4)b][2 Zalél% 16— all2, (1.10)

o bien b —1II 4b € (A)*. Si A= {a1,...,a,} es una base de (A) y
| |

A=1a - an]|,
| |

entonces las soluciones z de (1.8) y II; 4b de (1.10) estan relacionados por Az = TI 4b. Us-
ando (1.9) obtenemos de inmediato lo siguiente.

Corolario 21. Sea A = {ai,...,an} una base de un subespacio (A) de K™ y
| |
A=|ar - a,]| € K™"

Si Il gy : R™ — (A) la proyeccion ortogonal sobre (A), entonces
-1
H H
M= A (a%4) 4.

Si A es una base ortonormal, entonces

n

H<A>b = AAHb = Z(b,a@w,
(=1

y ademds

I =Ty = (I = Tlig,y) - - (I = TLig,y).
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1.3 Ortogonalizaciéon de vectores y la factorizacion QR

Para trabajar con un subespacio de R™, lo tenemos que representar usando una base, A =

{ai,...,a,}. La matriz que tiene los vectores de la base como columnas,
A=|a - a,| € R™",
representa entonces el espacio (A). Supongamos que Q = {q1,...,¢,} es una base ortonormal

de (A), es decir quqk = 0; %, entonces Q'Q = I,,. En este caso, las coordenadas de a € (A) con
respecto a la base Q estan dadas simplemente por Q' a (la inversa de una matriz ortogonal es su
transpuesta). Concluimos que si queremos hacer algebra lineal a mano, entonces es muy ttil tener
una base orthogonal, pues la resoluciéon de un sistema lineal es equivalente a la multiplicacion
con la matriz transpuesta. Incluso si usamos un computador es mejor usar bases ortogonales,
pues en este caso cond(Q)2 = 1 por Lema 6 (en general cond(Q)2 ~ 1 por errores de redondeo).
Nuestro primer objetivo sera entonces transformar una base cualquiera A a una base ortonormal
Q. Aun mas: en muchas aplicaciones tenemos que trabajar sucesivamente con los espacios

(a1) C {ay,a92) C {(a1,az,a3) C -+ C{ay,...,ap).

Si ya tenemos una base ortonormal de (a1, ... aj), entonces sera ideal reutilizarla para determinar
una base orthonormal de (ai,...ag4+1), es decir

(ay,...ax) = {q1, ... qx), para todo 1 < k < n.

En terminos de matrices, esta tltima condicién se lee

T ri2 o T1in
| | | | rao ron
ay -+ Aan | =491 - q4n |- . . >
\ \ \ ! '
T'nn

es decir A = QR con @ € R™*™ con columnas ortonormales y R € R™*"™ una matriz triangular
superior.

Teorema 22 (Factorizacion QR reducida). Sea A € K™*™ conm > n yrango(A) = n. Entonces
existe unica factorizacion A = QR con Q € K™, QHQ = I,,, y R € K™*™ una matriz triangular
superior, es decir 1 = 0 para todo j >k yrj; € R yr;; >0.

Proof. Primero demostramos la existencia. La matriz AHA € K™ es hermitiana, y 27 A" Az =
(Az)"H Az = || Az||2 > 0. Ademas, dado que A tiene rango maximo, eso muestra que 2" A" Az =0
si y solo si # = 0. Es decir, A7A € K®*" es hermitiana y definida positiva. Por lo tanto,
existe tnica factorizacion de Cholesky AHA = LLH con L triangular inferior y elementos reales
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y positivos en la diagonal. La matrix R := L" cumple con las condiciones del teorema y
A" A = RHR. Dado que R es invertible, podemos definir Q := AR~! € K"™*". Calculamos

Q"Q = (ARYWAR ' = R°HANAR ' = R-HRHRR ! =1I,.

Es facil ver la unicidad de la factorizacion: Sea A = Q1R; = Q2Rs, entonces AHA = R'{'Rl =
R2HR2 son dos factorizaciones de Cholesky y por lo tanto Ry = Ry. Eso implica Q1 = Qs. U

Si tenemos la factorizacion A = QR para A € K™*™ invertible, entonces podemos resolver el
sistema Az = b en dos pasos,

Qy =b,
Rx =y.

El primer paso es economico (y = QYb) y tiene costo O(n?). El segundo paso corresponde
a un sistema con matriz triangular y también tiene costo O(n?). Ademas, las condiciones de
los dos pasos no son peores que la condicion de A, pues segin Lema 6 tenemos conds(Q) = 1
y conda(R) = condy(Q tA) = conds(A). En otras palabras, resolver un sistema lineal con
la factorizacion QR es estable como algoritmo. Comparamos eso con la factorizacion LU: Si
A = LU, entonces podemos resolver el sistema Ax = b en dos pasos

Ly =b,
Uz =y.

En general, las condiciones de L y/o U son mas altas que la condicién de A. En otras palabras,
resolver sistemas con la factorizaciéon LU es un algoritmo no estable. Para calcular una factor-
izacion QR (es decir, ortogonalizar una base), tenemos dos opciones que presentaremos en los
dos capitulos siguientes.

1.3.1 Ortogonalizacién triangular

La primer opcioén es aplicar unas operaciones “triangulares” a las columnas de A para transfor-
marla sucesivamente a una matriz ortogonal,

A—)ARl—)AR1R2—>"'—>AR1“‘Rn:Q7

donde los R; son triangulares superiores y ) es ortogonal. En este caso, AR = Q, donde
R= Ry - -+ R, también es triangular superior como producto de matrices triangulares superiores.
Finalmente, R = R~ también es triangular superior. Eso corresponde entonces a una ortogo-
nalizacion triangular, v ya conocemos un método para realizarla: la ortogonalizacion de Gram
Schmidt: Empezamos con ¢; = ai/||ai||2, y si tenemos {q1,...,qrx—_1}, entonces g se calcula
ortogonalizando ay, con respecto a {(qq,...,qk_1).
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Lema 23 (Gram-Schmidt). Sea {ai,...,a,} C R™ un conjunto de vectores linealmente inde-
pendientes. Entonces eziste un conjunto de vectores ortonormales {qi,...,q,} C R™ tal que
(ay,...ax) = {q1, ... qx), para todo 1 <k < n.

Los qy, estdn dados por

qk B
w=qe donde Ge=(T-Tlgy g p) e, K=1...n (1.11)

Notamos que segin Corolario 21,

k—1

i) O = (ks a0)a, (1.12)
(=1

I

asi que si usamos el método de Gram-Schmidt para calcular la factorizacon QR de una matriz
A, entonces la matriz R esta dada por

ek = ||qk|l2, Tok = (ak, qe),

y la matriz @ por Q = (q1,...,q,) € R™*™. Para una primera implementacion, usamos simple-
mente la formula (1.12).

Algorithm 1: Gram-Schmidt clasico
Input: A = (ay,...,a,) € R"™*"

1 for k=1to n do

2 qr = ag

3 for/{=1to k—1do

4 o = (ak , qe)

5 qk = 4k — Tekqe

6 end

7

8

9

ik = llakll2

Ak = Qk/Tkk

end

Output: Q = (q1,-..,qm) € R™™ columnas ortogonales,
R € R™*™ triangular superior

En el algoritmo de Gram-Schmidt clasico usamos (1.12). Los vectores g7, £ = 1,...,k—1 en esta
formula ya son resultados de calculos anteriores. En aritmética punto flotante llevaran errores
de redondeo y ya no serédn exactamente ortonormales. Eso implica efectos de cancelacién que
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implican que el algoritmo de Gram-Schmidt clasico es inestable. Como remedio, usamos en vez
de (1.12) la siguiente identidad de Corolario 21
Im =1, g ) = (Im — H<qk71>) e (I — H(fh))’

y asi llegamos al siguiente algoritmo.

Algorithm 2: Gram-Schmidt modificado
Input: A = (aq,...,a,) € R™*"

1 for k=1to n do
2 qr = ak
3 for/=1to k—1do
4 Tek = (qQr > qe)
5 Ak = Gk — Tekqe
6 end
7 Trk = || qk|l2
8 Gk = Qr/Tkk
9 end
Output: Q = (q1,...,9m) € R columnas ortogonales,

R € R™ ™ triangular superior

Notamos que en aritmetica exacta, los algoritmos 1 y 2 son equivalentes. Sin embargo, el al-
goritmo de Gram-Schmidt modificado es numericamente mas estable. Con respecto al costo
obtenemos lo siguiente.

Lema 24. Algoritmos 1y 2 calculan la factorizacion QR de una matriz A € K"™*™ (ortogonalizan
una base de un subespacio de K™ de dimension n) en O(mn?) flops.
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1.3.2 Triangularizacién ortogonal

La segunda opcion que tenemos para ortogonalizar una base, respectivamente calcular una factor-
izacion QR, es aplicar operaciones “ortogonales” a las filas de A para transformarla sucesivamente
a una matriz triangular,

A= QA = Q1A — - = Qn--- Q1A =R,

donde R es triangular superior y los @); son ortogonales. En este caso, @A = R, donde @ =
Q- - - Q1 también es ortogonal como producto de matrices ortogonales. Finalmente, Q = Q" es
ortogonal. Consideramos el paso k, es decir

AR = Q1Qp—a - Q1A — QAN

La idea es que cada operaciéon ortogonal (Qp genere zeros abajo de la diagonal en la k-ésima
columna de Aj_1, mientras no afecte los zeros ya generados en los pasos anteriores. Concluimos
que la @ tendré que tener la forma

I_ 0 mXxXm
o ::<kol ém) e

donde Ij,_; € KE=Dx(E=1) 5 ]a identidad y QW) g Km—k=1)x(m—k=1) og ortogonal y satisface

k—1
Aai =Vl
~ _ 0
QWal™ = , : (1.13)
0
donde al* Y es la k-ésima columna de A1)y |A\| = 1. Hay dos posibilidades de elegir @(k),

o como una reflexion (reflexiones de Householder), o como una rotacion (rotaciones de Givens).
Solo presentaremos la primera variante.

Lema 25 (Reflexion de Householder). Sea 0 # w € K". La reflexion de Householder H,, € K™"*",
definida por

H H

ww ww
HU,::In—2—H :In_ 29
wrw w3

tiene las siguientes propiedades:
(i) Hy es hermitiana HY = H,,,
(ii) Hy es involutiva, H2 = I,,,

(i4i) H, es unitaria H,' = HH.
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Proof. Propiedad (iii) es obviamente consecuencia de las primeras dos propiedades. Calculamos

— I, -2~ = H,.
[wll3

HyH H
A A Lo
i3

Ademas, dado que (ww")(wwH) = wwH||w||2, obtenemos

H H H
H2 = HyH, = I, — 420 glow ww?)
[[wl3 [[w]|3]|wl]3
O
La transformacion H,, realiza una reflexién por el hiperplano P, = {x e K" | zHw = 0}: si

x € P, entonces Hyx = x. Si x = (w), es decir, z = cw para algin ¢ € K, entonces

wwHw

= cw — 2cw = —cw.

Hyr =cw—2 5 C
[Jwl|3

Concluimos entonces que bajo ciertas condiciones, dos vectores x,y pueden transformarse el uno
al otro usando una reflexion de Householder, usando w = = — y.

Lema 26. Sean x # y € K" con ||z|2 = ||lyll2 y y'z € R. Sea w = —y. Entonces Hyz = y.

Proof. Notamos "z = yHy v Re(y"2) = yHz. Calculamos

whw = (z — )"z —y) = 22"z — 2Re(y"2) = 2012,

y concluimos

ZUHJZ‘

Hyx=x—2 H

w=x—w=y.

ww

O

En el paso k del método de Householder hay que realizar un producto de la forma H,,B con

H, € Km—k=Dx(m—k=1) B ¢ RO—k-1)x(n—k=1) " Fp vez de calcular H, explicitamente, es
suficiente almacenar w y usar la identidad H,B = B — WwwHB .
2

Para obtener la propiedad (1.13) tenemos que seleccionar en Lema 26

Allzll2 z1 — M|zl
0 )
Yy = ) , es decir w = ) ,
0 Tn

con |A\| = 1. En R" hay dos posibilidades A = £1. Para evitar efectos de cancelacion en el caso
xo, ..., oy ~ 0, 0sea |x1| & ||z||2, se elige A = —signo(z1). En C™ hay una infinita cantidad de
posibilidades, y el siguiente resultado indica la mejor opcién.
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Lema 27. Sea x € K"\ (e1), A € K con |A\| =1 y A\T1 = |z1|. Definimos

T +oe

=" og:=)z
|z + oeqll2’ lll2,

w

entonces ||wlla =1 y Hyx = —oe;.

Hey = 07 = A\71||7||2 = |21]]|2]]2 € R. Calculamos

Proof. Notamos que ox
|z + oeq | = zHz 4+ 2Re(ozte)) + 0|2 = 2H + 202He; + |N22"z = 221 (2 + gey).
Concluimos que 227w = ||z + geq||2 € R, es decir 227w = 2wH2. Finalmente,
2uwz = ||z + oey|ow = = + oey,

lo que significa Hy,x = —oe;. O

Ahora tenemos todas las herramientas para construir la factorizacion QR usando el método de
Householder. Sea A € K"™*" m > n.

Paso 1: Si la primera columna a; € K" de A es un multiple de e; € K™, entonces definimos
H = I,,. Sino, elegimos una reflexion de Householder H € K"™*" geguin Lema 27 tal que
Hay € (e1). Si definimos @ := H € K™*™ entonces

1 1 1
£
A — 4= | O @2 G
0 ag?z arrlm
Paso 2: Consideramos la matiz B € K(m~1Dx(=1) dada por
1 1
&) o)
B = : :
A, ),
Si la primera columna b; de B es un multiple de e; € K™~ !, entonces definimos H := I,,,_1. Si

no, elegimos una reflexion de Householder H € K(m=1*("=1) segtin Lema 27 tal que Hby € (e1).
Definimos la matriz

o o0 mxm
QQ = <0 H) e K ,
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entonces
1 1 1 1
e
0 ags ass asn
AD =AW = 0 0 df) al?)
0 0 a2 .. dn
Paso k: Consideramos la matriz B € K (m~k+1)x(n—k+1) dada por
k—1 k—1
apr e al,
B=| : :
aﬁf;ﬁl) agrli’;l)
Si la primera columna by de B es un multiple de e; € K™ *+1 entonces definimos H := I;,_j1.

Si no, elegimos una reflexion de Householder H € K

Hb; € (e1). Definimos la matriz

(m—k+1)x(m—k+1)

Qk = <Ik—1 0> c Kme’

0 H
y Alk) .— QkA(k—l) e Kmxn,

Después de n pasos obtenemos

R:=AM =qQ, -

: QlAa

segin Lema 27 tal que

donde R € K™*™ es una matriz triangular superior extendida y Q" := Q,, --- Q1 € K™*™, como
producto de matrices unitarias, es unitaria. Obtenemos A = QR.

Comentario 28. Podemos hacer un par de observaciones.

1. En el caso de una matriz cuadrada A € K"*™ el método de Housholder necesita solamente

n — 1 pasos.

2. En el paso k del método de Householder hay que realizar un producto de la forma HB =
B—2ww" B. No es necesario calcular H € Km—k+D)x(m=k+1) cpplicitamente, los productos

se calculan como HB = B — —25ww B.

l[wl|3

3. La factorizacion QR con el método de Householder se puede calcular in situ, es decir,
usando solamente la memoria de A. Se sobreescribe la matriz A de la siguiente manera:
En la parte triangular superior de A se qguarda R. Quedan espacio K™% en cada columna k
para guardar informacion sobre Hy,. Como explicamos en el punto 2., la unica informacion
que se necesita para aplicar Hy, es el vector w € K™ 51 Observamos que no importa la
longitud de w, entonces podemos exigir wi = 1.

TBC: Costo de QR con Householder.
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1.4 Problemas de equilibrio - minimos cuadrados

Usando la representacion (1.9) para calcular la solucion de (1.8) no es muy recomendable, porque
el factor de condicion se eleva al cuadrado, como demostrarémos en el proximo resultado.

Lema 29. Sea A € K"*" jnvertible. Entonces
cond(A"A) = cond(4)2.
Proof. Notamos que

A1 = o [ Av] = max 2 4% Az = Ao (A7),

|zll2= [l

donde Apax denota el autovalor mas grande (esta tltima igualdad la vamos a demostrar en el
laboratorio). De manera anéloga,

AT = = : e —
2 miny,=1 |Az[3  ming,— 2HARAz Ay (AHA)
Es decir,
Amax (AHA)
2 _ “‘max
cond(A)” = N (AFA)

Notamos que si A € R es autovalor de una matriz hermitiana B, entonces A\? es autovalor de
BHB. La matriz B := A" A es hermitiana y definida positiva, y podemos concluir

Amax(AMA) = Anax(B) = Amax(B"B)/2 = Jnax | Bz]|2
x|lo=

Amin(A"4) = Anin(B) = Amin(BHB)Y/2 = min || Bz|s.

[[z]l2=1
O

Lema 30. Sea m > n y A € K™*" con rango mdximo, y b € K™. Sea Q € K™*™ unitaria y
R € K™*™ triangular superior, y
R
A= .

_ (b
= (5)

con by € K", by € K™ ™. Entonces, la unica solucion x € K" de los problemas (1.8), respectiva-
mente (1.9), es dada por

Sea

Rz = bl.
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Proof. Por las condiciones de A sabemos que R es invertible. Usando Q"Q = I,,, calculamos

b — Az|2 = [|Q"(Qb — QAx)|2 = [|Qb — QAz|.

Observamos
Qb — QAz = <b1 N Rx) :
by

y concluimos el resultado. O

1.5 Descomposicién en valores singulares

Un resultado fundamental de algebra lineal dice que si B € K"™*" es hermitiana, entonces sus
autovalores son reales y existe una base ortogonal de K™ de autovectores de B. En otras palabras,
existe una matriz unitaria Q € K" tal que B = QDQ", donde la matriz diagonal D contiene los
autovalores de B. Se dice que B es unitariamente diagonalizable. Una interpretacion geometrica
de este concepto es que la imagen de la es esfera unitaria de K™ bajo la transformacién B
es es una hiperelipse. De hecho, la transformacion unitaria QM mantiene la esfera unitaria, la
transformacion D estira la esfera unitaria a una hiperelipse alineada con la base canonica de K",
y la tranformaciéon unitaria ) mantiene la hiperelipse. La descomposicion en valores singulares
(SVD por sus siglas singular value decomposition en inglés) es una extension de esta idea.

Teorema 31 (Full SVD). Sea A € K™*". Entonces existen matrices unitarias U € K™*™ 'V €
K™*™ y una matriz diagonal generalizada X € R™ ™, es decir Xj ), = 0;0; tal que A = UsvH,
Yo1> 092> 2 Opinimn) = 0. Los nimeros o; se llaman valores singulares de A.

(1) La matriz ¥ es unica y 0']2- es autovalor de AMA.
(2) [[Allz2 = o1.
(8) Sirango(A) =, entonces 01 > -+ > 0p > 0= 0p41 =+ = Opin(m,n)-

Proof. La matriz AHA € K"*" es hermitiana, por lo tanto existe una base ortogonal de K" de
autovectores v, ...,v, de AHA, y los autovalores i (asociado a v;) son reales y no negativos.
Sin pérdida de generalidad acordamos g > pe > -+ > pp > 0 = ppy) = -+ = py, donde
r = rango(AH A) = rango(A). Definimos o, := VHFY

o 0 ... o,
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Define Vi = (v1,...v,) € K" y Vo = (Upg1,...,0,) € Kx(=n) v vV = (V1,Va) € K,
Entonces S es regular y A AV, = V.52, Si definimos U; = AV;S~! € K™*", entonces
U, = s~tvHAiavi st = stvHvi s =1,
I

Concluimos que las columnas de U; son ortonormales, y las podemos completar a matriz ortonor-
mal U = (Uy,Uy) € K™*™, Falta demostrar que ¥ = UM AV, o, en terminos de sus bloques,

(S 0\ ., (UM _(UPav; UbAvy,

Por la definicion de U; tenemos UlHAVl = S. Ademas, las columnas de U son ortonormales y
por lo tanto UQHAV1 = U2H U1S = 0. Las columnas de V5 son autovectores de A" A con autovalor
0, es decir AHAV, = 0. Eso implica V3! AH AV, = 0, y por lo tanto AV, = 0.

Ademés, notamos que || Alj2 = p(AHA)1/2 =0].

Falta demostrar que la matriz ¥ es tnica. Dado que AHA = VTSV~ concluimos que AHA

y © 7Y tienen los mismos autovalores. La matriz £ Y es diagonal con elementos O'%, ...,02 con

o; = 0 para j > min(m,n). Por la condicién o1 > -+ > ppin(m,n) determina . O

Segin el tltima resultado, la imagen de la esfera unitaria en K™ bajo cualquier transformacion
lineal A € K™*" es una hiperelipse. Dado que AV = UX, observamos que ojuy,...,opu, (u;
las columnas de U) son los ejes principales de la hiperelipse, y Avj; = oju;.

La factorizacion SVD nos permite definir una pseudoinversa para cualquier matriz A € K™*"™.

Teorema 32 (Pseudoinversa de Moore-Penrose). (1) Para cualquier matriz A € K"™*™ existe
tinica matriz AT € K"™™ con las propiedades siguientes:

(a) ATA=(ATAH,
(b) AAT = (AATH,
(c) AATA = A,
(d) ATAAT = AT,
La matriz AT se llama pseudoinversa o inversa de Moore-Penrose de A.

(2) Si A€ K™ reqular, entonces A" = A~L,

(3) Si ¥ e K™™ es una matriz diagonal generalizada ¥j ), = 0;0; 1, entonces ¥ es diagonal
generalizada vy

1 .

o sto; # 0

E;‘k =705, con Tji=4 7 Y 70,
' 0 st o5 = 0.
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(4) Si A=UXVH una descomposicion SVD, entonces At = VETUH.

Proof. Si A = X es una matriz diagonal generalizada y definimos YT a traves de (3), entonces
se cumplen (a)—(b). Dado que U y V son unitarias, concluimos que para A una matriz general y
AT definida por (4) se cumplen (a)—(b). Eso muestra la existencia. Para demostrar la unicidad,
sean B, C dos matrices que satisfacen (a)—(b). Entonces

B = BAB = BACAB = BACACACAB = (BA)"(cAHcAc)H(AB)H
= (ABAcHocH(AaBAH = AHcHocH AR = (ca)ioao)!
= CACAC = CAC = C.

Si A es regular, obviamente At = A~! porque A™! ya satisface (a)-(b). O

Para una matriz A € K™ invertible tenemos A~! = (AHA)~1AH. Para la pseudoinversa,
tenemos lo siguiente.

Lema 33. Sea A € K™*" con m > n y rango mdzimo. Entonces AT = (AHA)_l AH.

Proof. Dado que A tiene rango maximo, la matriz (AHA)_l AM esta bien definida. Es facil
verificar los puntos (a)—(b) del Teorema 32. O

Si comparamos el tltimo lema con las ecuaciones normales (1.9), entonces concluimos que A™b
es la solucién tnica del problema de equilibrio. En el caso en que A no tiene rango méximo, no
hay tinica solucioén, pero A*b tiene un rol destacado.

Lema 34. Para A € K™*™ y b € K™ sea
A= {x e K" | ||b— Az||2 = min ||b— AyHg}
yeK'n

el conjunto de todas las soluciones del problema de equilibrio (1.8). Entonces, erxiste unica solu-
cion x € A con

]2 = IngQHsz’

la solucion con norma minima. Se tiene x = A1D.

Proof. Sea A = UXVH una descomposiciéon en valores singulares, entonces
|b— Az|j2 = U™ — 2V 2|y = | UMD — B2||5

El vector # minimiza el lado izquierdo si y solo si z = VMz minimiza el lado derecho. Si
 tiene norma minima dentro de todas las minimizadores del lado izquierdo, entonces z tiene
norma minima dentro de todas las minimizadores del lado derecho, dado que VM es unitaria.
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Concluimos que es suficiente demostrar que el lado derecho tiene tinico minimizador z con norma
minima. Escribimos con = rango(A) y u; las columnas de U

T m
[0 =208 = D [allh — oy + D fullbf.
j=1 j=r+1

Obviamente, un minimizador z € K" satisface z; = aj_lu;'b para 0 < j < r. El tinico minimizador
con norma minima es obviamente

L Joitddlh o< <r
7o r< .
Finalemente calculamos
T
r=Vz=>Y o vullb=VEtuty = A",
j=1
O

Teorema 35 (Rayleigh). Sea B € K"*™ hermitiana con autovalores Ay > - -+ > A, y autovectores
ortonormales v1,...,v,. Entonces

Aj = min #HBx = min zHBx
TE(V1,...,05) L(Vjt1,..0n)
llzlla=1 llzlla=1
= max z"Bx= max " Bz.
TE(Vj,...Un) xl(v1,...,vj-1)
llzlla=1 llzlla=1

Proof. Vamos a demostrar la desigualdad con los dos minimos, el caso de los maximos sigue el

mismo argumento. Dado que vy, ..., v, es una base ortonormal de K", concluimos que los dos
minimos son iguales. Un vector z € K™ tiene la representacion z = Y 1, z;w;, v |23 = 22 =
S lzi? Siz € (vr,...,v;), entonces z = Y 1_, ziv; y
Jj J J J
Bz = E E Txpvl By, = E APy E |z ]2
i=1 k=1 i=1 i=1
4 H ).
Bdemas, v; Bv; = \;. O
En el altimo resultado, encontramos A; minimizando sobre el subespacio (v, ..., v;). De hecho

tenemos lo siguiente.

Teorema 36 (Courant-Fischer). Sea B € K"*™ hermitiana con autovalores Ay > -+ > \,.
FEntonces
Aj = max min "Bz = min max z" Bz.
UCK™ subespacio xeU UCK™ subespacio xeU

dim(U)>j  |lz[2=1 dim(U)<n—j+1 [lzll2=1
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Proof. Vamos a demostrar la primer igualdad, la segunda sigue el mismo argumento. Primero,
usando el Teorema 35, tenemos

Aj = min 2N Bx < max min 2" Bz.
TE(V1,...,05) UCK™ subespacio z€U
llzlla=1 dim(U)>j  llz[2=1
Segundo, el espacio (vj,...,v,) tiene dimension n — j 4+ 1, mientras cada subespacio U que

consideramos en nuestro maximo tiene dimension mayor o igual que j. Entonces,
dim ((vj,...,vp) NU) = dim ((vj, ..., vy,)) + dim(U) — dim ((vj,...,vn) + U)

>n—j+1+j—n=1

Es decir, para cada U C K" un subespacio de dimension j existe un = € (vj,...,v,) N U con

x # 0. Tal z tiene la representacion x =y " _; %;vj, y como antes obtenemos

2HBr = TiTk; HBoy, = |$z| Ai <A |117z|2
k=
i=j k=j

Por lo tanto, para cada subespacio U C K™ de dimension j,

mln 2" Bx <A
cU
||r||2 1

O

Si A = UXVH es una descomposicion en valores singulares y u; y vj son las columnas de U y V,
entonces

| | o 0 ... — U|1—| - rango(A)
A=Uxvh = (uw ... u, 0 o2 ... : Z a]u]]

| | A R T —

Es decir, A es una suma de rango(A) matrices de rango 1. Si cortamos la suma despues de r
terminos, obtenemos entonces una aproximacion a la matriz A por una matriz de rango r. El
préoximo resultado nos permite controlar el error.

Lema 37 (Aproximacion de rango bajo). Sea A € K™*", r € No, y 01 > -+ > Opin(m,n) 05
valores singulares de A.

(1) St R € K™*™ con rango(R) < r, entonces

IA = Rz > orq1.
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(2) Si A=UXVH es una descomposicion en valores singulares y 2 e K™% se define por

(r) oj Jj =k <min(r,m,n),
Xj = ,
0 de no ser ast,

entonces la matriz R := USMVH satisface

A= Rll2 = 041

Proof. (1) Sean 5\1 > ... > 5\n > 0 los autovalores de AMA, es decir, 0]2- = S\j. Sea 1/ =
rango(R) < r, entonces dimker(R) = dim K" — rango(R) = n—1’, y el Teorema 36 implica

Mp1 < max zHAMAz = max (Ax)PAz = max (A— R)z)™M(A - R)z

z€ker(R) z€ker(R) z€ker(R)
llzll2=1 llzll2=1 [[z]l2=1
< max M4~ BM(A - Rjr = A~ R}
llz]l2=1

Concluimos que

HA - RH2 > Op/ 41 > Or41-

(2) Notamos que A—R = U (X — X)) VH vy por lo tanto el valor singular mas grande de A — R
€S Op41.
]
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1.6 Meétodos Krylov

Para resolver el sistema lineal Az = b con A € R™*"™ hemos visto dos tipos de métodos: métodos
directos como eliminacion de Gauss, y métodos iterativos como Jacobi, Gauss-Seidel y SOR.
Métodos directos determinan la solucion exacta en una finita cantidad de operaciones (por lo
menos en aritmética exacta), pero los resultados intermedios no llevan ninguna informacion
adicional. Por otro lado, métodos iterativos en general nunca terminan, pero cada resultado
intermedio es una aproximaciéon a la solucién exacta. Nos podemos preguntar si existen métodos
que combinan los ventajas de los dos tipos de métodos, es decir: (i) el método termina en una
finita cantidad de pasos, (ii) los resultados intermedios son aproximaciones a la solucion exacta.
Estos métodos existen, y se llaman métodos Krylov.

Segun el teorema de Cayley-Hamilton, la matriz A anula su propio polinomio caracteristico
p(N) =det(M,, — A) = A" + ppu N o pr X+ po,

es decir A" +p, 1 A" 1+ .4+ pA+pol, = 0. Dado que A es invertible tenemos pg = det(A) # 0,

y podemos calcular

iA”—l _ Pl ogn—2 ﬂ]n.

Pbo Pbo Po

A=

Concluimos que A~'b € (b, Ab, A%b, ..., A" 'b). Si definimos el espacio Krylov K,,, como
Ko = Km(A,b) == (b, Ab, A%b, ..., A" 1b),

entonces K € Ky C --- C K,,. Ya sabemos z = A~'b € K,. Los métodos Krylov consisten
en recorrer sucesivamente los espacios Ki,/Kso,... y determinar (de una forma que vamos a
especificar mas adelante) una aproximacion z,, € K, (4,b) a la soluciéon exacta .

Lema 38. Para m € N son equivalentes
(1) dim Kpy1 < m,
(2) K = Km+1,
(3) A(Km) C K,
(4) A71b € K.
Proof. tbc O

Definimos m*(A,b) := min{m € N| A~'b € K,,(A4,b)}, entonces el wltimo resultado implica
Ke(A,b) = Ky (a,5) (A, b) para £ > m*(A,b). Podemos formular el siguiente algoritmo.
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Algorithm 3: Algoritmo general de Krylov

Input: A,b,tol

m=1;

repeat
Encontrar aproximacion z,, € K,,(A,b) a la solucion exacta x;
m = m+1;

until ||z — x|l < tol Vm =m*(A,b);

Output: z,,

SNV VN

El criterio de cancelacion ||z — 2|2 < tol es no es practico, pues no conocemos x, y lo vamos
a tener que cambiar por algo computable. Notamos que dim K,,(A,b) < m, y por lo tanto es
econdémico determinar x,,. La suposiciéon de métodos Krylov es que atin con m < n es posible
encontrar una buena aproximacion z,, € K,,(A,b) a la solucién exacta x. Obviamente, lo mas
deseable es m*(A,b) < n, y este caso se llama breakdown. Para concluir los algoritmos de Krylov,
tenemos que

1. determinar como comprobar un breakdown,
2. calcular bases adecuadas de los espacios K, (A4, b),

3. y encontrar x,,.

1.6.1 Los algoritmos de Arnoldi y Lanczos

Las bases triviales {b, Ab, A%, . .. ,Am_lb} no son adecuadas, pues las matrices asociadas K,
son mal condicionadas. Eso se debe al efecto que las columnas A™b se vuelven casi paralelas,
pues convergen a un vector propio asociado al valor propio de A mas grande en modulo.

Ejemplo 39. Para la matriz A = diag(1,2) y el vector (0 = (1,1)" calculamos la sucesion

o= ka0 = ()

Observamos que %) no converge, pero ¥ /||z® ||y — (0,1)T, y (0,1)T es el vector propio a
Amax = 2.

Aplicaremos Gram-Schmidt para ortogonalizar sucesivamente las bases de K1(A,b) C -+ C
K (ap)(A,0): Si {q1,...,qm} es base ortogonal de K,,(A,b), entonces el elemento gy11 se
calcula segin Lema 23

i = 2 donde Gt = (T T, ap) A7,
HQm—HH?

y un breakdown se evidencia por

am—l—l =0.
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Ortogonalizar las bases de de los espacios de Krylov es equivalente a determinar una factorizacino
QR de las matrices correspondientes, K,,, = Q. Ry,. Sin embargo, no queremos determinar K, y
R,, de manera explicita, pues eso implicaria inestabilidades numéricas. Observamos lo siguiente.
Si{q1,...,qm} es una base de K,,(A,b), entonces ¢, = c1b+ coAb+ -+ ¢, A" 1b con ¢,y # 0,
0 sea

AGp, = 1 Ab+ o A?b + - + cnA™b = 2 + ¢y A™D
con z € Ky, (A, b). Vemos que
g1 = (I =T, () A™b = ¢! (I =T, (ap)) (Agm — 2) = ¢! (I =T, (a)) Adm,

y concluimos

m

Tm+1 .
dm+1 = Ami—i_, donde dm+1 = (I - HICm(A,b)) Agm = Agm — Z(AQm »qe)qe-
HQm+1||2 =1

La ultima formula para calcular una base ortonormal de K,,(A,b) se conoce como método de
Arnoldi. Otra vez, el caso de un breakdown se evidencia por ¢,+1 = 0. Como en el caso de
Gram-Schmidt, no se implementa la tltima suma directamente.

Algorithm 4: Algoritmo de Arnoldi

Input: A,b

1 m=1,q1 =b/[|b]l2;

2 repeat

3 v = Aqm;

4 for /=1 to m do

5 hem = (v, qe);

6 v =0 — hymqe;

7 end

8 hm-l—l,m = H'UH2;

9 if hyy1m # 0 then
10 ‘ dm+1 = U/hm—l-l,m;
11 end
12 m=m + 1;

13 until Apqq,m = 0;

Haremos una observacion con respecto a los ntimeros hy j que usamos como variables intermedios
en el Algoritmo de Arnoldi. Notamos que hpmt1.m = [Gm+1ll2 = (@mt1: @m+1) = (Adm s Gm+1), ¥
por lo tanto gm+1 = (A¢m s @m+1)qm+1- Obtenemos

m+1 m—+1

Agm =Y (Agm q0)qe =Y homae (1.14)
/=1 /=1
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Definiciéon 40 (Matriz Hessenberg). Una matriz A se llama matriz Hessenberg, si Aj) =0
para j >k + 1. O

Definimos la matriz H € K"*" por Hj := h;r = (Aqk,q;), entonces H es una matriz Hes-
senberg, pues Agqr € Kpy1(A4,b) y si j > k + 1 entonces ¢; es ortogonal al Kpy1(A4,b). La
formula (1.14) se lee

hi1 ... R him
| | | | har
A g - dm | = |1 0 Gm+l
| | | | hm,m—l hm,m
=Qm hm-}-l,m
= Hp,
y un breakdown se evidencia por Ap,41m = 0. Ademas vemos que
hit ... . h
O H 11 im
qi ’ ‘ h21
Alq dm | =
— - | |

hm,m—l hm,m

=:H,

Si la matriz A bajo consideracion es hermitiana, se puede accelerar el Algoritmo de Arnoldi, y
el resultado se llama el Algoritmo de Lanzcos. Por comodidad supongamos que A € R™*" es
simétrica. Entonces, H,, también es simétrica, y por ser Hessenberg, es tridiagonal. Eso significa
que el loop interior de Algoritmo 4 corre solamente de m — 1 a m. Cambiaremos la notacion y
escribiremos

ar B
B1 az B

H,, = B2 o3
. /Bm—l

Bm—l A

Entonces podemos modificar el Algoritmo de Arnoldi, aprovechando la estructura tridiagonal de
H,,.
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Algorithm 5: Algoritmo de Lanczos
Input: A,b
m=1,5=0,q90 =0,q1 = b/|b]|2;
repeat
v = Agp;
i = (U, gu);
V=0 = Bm-1Gm-1 — Umm;
B = IIv]l2;
if 3, # 0 then
| Gmt1 = /B
end
m=m+ 1;
until 5, = 0;

© 0 N O Ok W N

=
o

[y
juy

1.6.2 Solucién de sistemas lineales con métodos Krylov

Ya que tenemos bases de los espacios de Krylov KC,,,, podemos considerar el paso 3 del Algoritmo
general de Krylov,

encontrar aproximacion x,, € K,,(A4,b) a la solucion exacta x.

El método GMRES

En el método GRMES (Generalized Minimal Residual Method), se determina x,, como

Ty, = argmin ||b — Ayl|o.
yellm

Para determinar x,,, formulamos el problema anterior usando la matriz (), que contiene la base
de IC,, como columnas: x,, = Qmzm, donde

Zm = argmin ||b — AQyll2 = arg min ||b — Qm+1];~1myH2
yeR'm yeR'm

= argmin||Q,, 410 — Hnyll2
yeR'm

= argmin [|[[b]l2e1 — Hynyll2.
yeR™

En la penultima identidad usamos el hecho de que b — Qm+1ﬁmy es elemento de la imagen de
Qm+1. Notamos que el primer problema de minimizacién de arriba es del tamario n X m, mientras
el altimo es de tamano (m + 1) x m, y aprovechando la estructura Hessenberg de H,,, puede ser

resulto con una descomposicion QR con costo asintotico m?.
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El método CG

En el método CG (Conjugated Gradients), se asume que la matriz A es simétrica y definida
positiva. Recordamos que si una matriz A € R™*" es simetrica y definida positiva, entonces
(z,y)a = y Az es un producto interno en R™ con norma inducida |[z||} = 2" Az. En el
método CG se determina x,, como ,, = argmin,cx ||z —yl|a, o sea

r—T = min T — . 1.15
Iz~ amlla= _min 7~ ylla (1.15)

Como en el caso de minimos cuadrados, podemos formular las ecuaciones normales del problema
anterior: x,, € K, es la proyeccion ortogonal de x en el producto interno (-, -) 4, es decir x — z,
es ortogonal a K,

0=v'A(x —z,) =v' (b— Az,) para todo v € K,n(A,b), (1.16)
Podemos reformular (1.16): x,, = QmYm, donde y,,, € R™ es solucion de

Q;Amem = Qr—l;bb = ”b”2el-

Recordamos que Q) AQ,, = Q;Qm_,_lﬁm = H,,. Es decir, aparte de tridiagonal y simétrica, H,,
es definida positiva. Por lo tanto, tiene una descomposiciéon Cholesky de la forma H,, = LmL;1
con

011

Uy lop

Ly = :
em—l,m—Q gm—l,m—l

Em,m—l Em,m

Observamos que L,,, y por lo tanto L_! tienen la forma

L1 0 _ Lt 0
Lm:( a emm> vy I = (z-l Ji oS >

m*~m—1

Escribimos 2., = QL. Ly [bllaer = Pmam, con Py, = QL' v am = L;|bll2e1. Vemos

_ Ay —
Am = Lm1||b||2€1 — <am 11> )

m—

donde apm—1 = £}, 00, Ly, ||bll2€1, y también

0 -1 = (Pm—l pm—l) )

m,m

-1 -1 7-T
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donde
Pm-1 = g;ﬁQO—lL;@—Elem + e;}QO-
Eso implica que x,, y los residuos r,,, = b — Ax,, son “updates” de la forma

T = Tm—1 + Om—1Pm—1,

(1.17)
T'm = Tm—1 — O4771—114pm—1'

Aunque arriba encontramos formulas para a,,—1 ¥ pm—1, existe una forma mas eficiente realizar
los updates en (1.17). Primero, notamos que Py, Ly, = Qum, es decir

qm = gm,m—lpm—2 + gm,mpm—l- (118)
Ademas,

Tm =0b— Az, = ”b”2Q1 - Amem = ”b”2vl - Qm—i—lﬁmym

- (1.19)
= Qmllbll2e1 — QmHmYm — Qm+1hm+1,m€;ym = _Qm-i-lhm-i-l,me;rv,ym
De (1.18) y (1.19) podemos concluir que
Pm € span (Pm—1, ¢m+1) = span (Dm—1, r'm) - (1.20)
Ademés, P} AP, = L;'VT AV, L;;T = L H,, L;" = I,,,, es decir,
P Apm—1 =0, (1.21)
y de (1.19) vemos que
r;l,;rm_l = 0. (1.22)

Ahora vamos a cambiar las normas de los p,,—_1, y en funcién de este cambio también los a;,_1,
tal que los updates en (1.17) no cambian. Escribimos

Pm = Tm + Bm—1Pm—1. (1.23)

Falta calcular los a;,—1 y Bm—1 en (1.17) y (1.23). De (1.23) y (1.21) obtenemos

-1 = ————————.
p;l;;_lApm—l
De (1.22) y (1.17) obtenemos
. TT—IY—L—ITm_l
Qm—1
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Usando (1.23) notamos que p,. _Apy,—1 =7, Apy_1, y de (1.17) obtenemos Ap,, 1 = a;ll_l (Pm—1— Tm),
y asi podemos escribir

T
T Tm Tm—1Tm—1
/Bm—l =7 ) y AUm—1 = T A
T"m—1Tm—1 Pm—14Pm—1

Ademas, 1 = agb, y

b Az =b"b= a —ﬁ
b O T Ay

Eso nos lleva al siguiente algoritmo.

Algorithm 6: Algoritmo de gradientes conjugados (CG)
Input: A,b,tol

12=0,r=b—Ax,p=r,v=|r[3, m=0;
2 while (||r||2 > tol) do
3 y=r'r
4 | y=Ap;
5 | a=v/py;
6 T =+ ap;
7 r=r—ay;
s | B=rTr/y
9 | p=r+pp;
10 m=m+ 1;
11 end
Output: z

Lema 41. Sea A € R™" simétrica y definida positiva con autovalores Ay > -+ > A\, > 0. Si
Ax =b y x,, es la solucion en el paso m del algoritmo CG, entonces

|2 — Zmlla < min  max [pn(A;)]]|@]|4-
pm€EPm J=1,...,n

pm(o)zl

Proof. Primero notamos que z, € K,,(A,b) si y solo si existe p,, € P, con p,,(0) = 1y
T — zm = pm(A)z. Efectivamente, z,, € K,,(A,b) por definiciéon significa z,, = ¢n—1(A)b para
algtin ¢,—1 € Ppy—1, y con py,(t) = 1 — tgm—1(t) tenemos

T —2m =2 — qm-1(A)b =2 — ¢_1(A)Azx = pp,(A)z.

Por el otro lado, sea py, € Py, con pp,(0) =1y = — 2z, = pm(A)x. Entonces 1 — pp,(t) = tqm—1(t)
con ¢,—1 un polinomio de grado menor o igual que m — 1,y

Zm = (I — pm(A))x = gm-1(A)Az = gmn-1(A)b € K,,(A, D).
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De la propiedad (1.15) concluimos entonces

|2 —zm[a= min |pm(A)z]a.
Pm&Elm

pm(0)=1

Escribiremos = = Y% . a.;v; donde v; es una base ortonormal de autovectores de A con auto-
j=1 %Y j

valores \;. Calculamos ||z||} = Z?:l oz?/\j, y

Pl = 3 afApm(0)? < max [p(h) .
j=1

O

Para estimar el lado derecho en de la desigualdad del dltimo lema, vamos a usar los polinomios

de Chebyshev.
Lema 42. Definimos de manera recursiva los polinomios de Chebyshev
To(x) =1, Ti(x) =z, Typii(x)=22Ty(x)— Th-1(z).
Entonces Ty, € Py \ Pp—1, ¥
(a) [Tr(x)] <1 para |z <1,

(b) en [—1,1], los extremos de T, son £1 y los alcanza en los m + 1 puntos x; = cos(mj/m),
z; =0,...,m. Tenemos Tp,(x;) = (—1).

n(159) 25 ()

Proof. Usando identidades trigonometricas, es facil ver

(c) Parat €[0,1) se tiene

Ton(z) = cos(marccos(x)), |z| < 1.

Eso implica (a) y (b). Para demostrar (c), por induccion es facil ver que

Ty(z) = % (@t Va2 4@ Va2 )", el > 1,

Para t € [0,1) tenemos z = (1 +¢)/(1 —t) > 1,y

L\ 114t [aan2 \ 1 /14vE\"
Tm<m>2§<1_t+ (1—t)2_1> _§<1—\/E> ’
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Lema 43. Sea 0 < a < 3. Entonces la inica solucion del problema de minimizacion

T, (—Bz‘iﬁw)

min max T es pr(r)=
min - max [p,(z) P =
pm(0)=1 m\ B—a
Proof. Obviamente, pr,(0) =1,y
s 75, (0)] = —
’ T (5_—a) \
Ademas, dado que la aplicacion
[, 8] = [-1,1]
x oy Bta—2e J%O:fx
es biyectiva, Lema 42 implica que hay m + 1 puntos z; donde |p;;,(71)| = max,¢(q g [Py, ()]
Supongamos que py, no es soluciéon del problema de minimizacién o que hay otro, en ambos casos
serd ¢y, tal minimo. Entonces pr, — ¢, tendra m + 1 zeros, y por lo tanto p}, — ¢, = 0. U
Teorema 44. Sea A € R™ "™ simétrica y definida positiva con autovalores \y > -+ > A, > 0.

St Ax =b y zy, es la solucion en el paso m del algoritmo CG, entonces

conda(A) — 1 "
\W—$MM§2< ] 4-

/conda(A) + 1

Proof. Recordamos que condg(A) = i‘—i Usando Lemas 41 y 43, y al final Lema 42, obtenemos

1 1 1 — condy(A)~1/2 "
2z — zm|la < _ >’§2< 2(A) )

n 14condy(A)—1! -1/2
T, (iir_i\;) | T (% 1 + condz(A)
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1.7 Meétodos para calcular valores propios

Recordamos que A € K se llama valor propio de A € K™*" si existe 0 # v € K" tal que Av = \wv.
Para desarollar métodos para calcular valores propios y/o vectores propios tenemos que tomar
en cuenta las siguientes dificultades:

(1) los autovalores de una matriz son las raices del polinomio caracteristico, y por lo tanto
no puede existir un método directo para calcular valores propios, es decir, un método
que calcula valores propios con una finita cantidad de pasos. Tenemos que usar métodos
iterativos.

(2) Una matriz real no necesariamente tiene valores propios reales. En general, los resultados
de un algoritmo para calcular valores propios son niimeros complejos.

Nuestro primer objetivo sera calcular un vector propio asociado al valor propio mas grande en
modulo.

e Para la matriz diagonal A = diag(3,1) y el vector 20 = (1,1)7 calculamos la sucesion

—k
2®) = Ak 20 — (21 > .

Observamos que *) — (0,1)T, y (0,1)T es el vector propio a Apayx = 1.

e Para la matriz A = diag(1,2) y el vector (%) = (1,1)T calculamos la sucesion

) = Ak 0) = <21k> .

*) no converge, pero () /[|z*)||y — (0,1)T, v (0,1)" es el vector propio

Observamos que z
a Amax = 2.

Lema 45. Sea A € R™ " diagonalizable con autovalores reales |A\1| > [Aa| > ... |A\n| y autovec-

> k(0 .
tores vi, ..., vp. Sea 0 € R™ con vf—x(o) £ 0, entonces la sucesion w) ;= % satisface
2

|w® — signo(A)fT1 |2 = O (I/\2//\1|k> ;

donde v1 es un autovector normalizado a \q. O
Proof. Dado que A es diagonalizable existe una base vy, ..., v, de R™ de vectores propios de A.

Con z(0) = P :E§0) v; calculamos

Akz0) = Zazgo) )\?v]— = )\’f x&o)vl + Z x&o) </\—i> v | =t )\lf(z + y(k)).
j=1 j=2
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Tenemos ”y(l'f)H2 =0 (\)\2/)\1\’“) y por la desigualdad triangular inversa también ||z]2 — ||z +
y(k)Hz =0 (|A2/A1|k) Por lo tanto

(k) _ (k) (k)
cad I 1 el CRT T v o
Iz +y® 02 zll2 Izl12]l2 + 5 ®l2 Iz + y*l2
Multiplicando la tltima identitad por el signo de A} y tomando la norma || - ||z muestra el
resultado. O

La sucesion de vectores w®) converge a un autovector normalizado a ;. Para generar una
aproximacion a Aj, vamos a usar el cociente de Rayleigh,
! Az

Ra(x) == .

Lema 46. Sea A € R™™™ una matriz, y X valor propio con vector propio v. Paray € R"™ tenemos

ly — avll2

[Ray) = Al < [A = Myll2==———
1yll2

para todo o € R.

Si A es simétrica®, tenemos

ly — avlls

2
> para todo a € R.
1yll2

Ray) = Al < A= Auls <

Proof. Usando A(av) = Aawv calculamos

Ra(y) - a= YAV =y My _yT(A- M)y _y (A= M)y —av)
y'y y'y y'y
Si A es simétrica, podemos seguir calculando

Vo YAy —av)  (y—av) (A= M)(y —av)

Ra(y) — =
) y'y y'y
O
Corolario 47. Sea A € R™"™ diagonalizable con autovalores reales |Ai| > |Xo| > ... |A\n| ¥ au-
tovectores v1, ..., vp. Sea (0 € R™ con viraj(o) £0, y w® calculados segin Lema 45. Entonces
[Ra(w®) = x| =0 ((Az/Al)k) ‘
Si A es simétrica, tenemos
IRAOJM)—AHZZO<C&/XO%)'
O

4Es suficiente que A sea normal, es decir ATA = AAT.
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Un algoritmo basado en los tultimos resultados se llama iteracion de potencia (power iteration).

Algorithm 7: power iteration

Input: A,z maziter, tol

w =200

A =w! Aw;

while (||Aw — Awl||2 > tol|A]) A (m < maziter) do
w = Aw;
w = w/||wllz;
A=w'Aw;

end

Output: w, A

N o Gk W=

Comentario 48. 1. Notamos Avy — A\vy = 0. El dltimo algoritmo termina si las aprozima-
ciones w y A satisfacen eso numéricamente, es decir ||Aw — Awllo < tol|A].

2. Si la condicion vlTac(O) % 0 no se cumple al principio, se cumple despues de la primera
iteracion por errores de redondeo.
La iteracion de potencia calcula el valor propio mas grande en modulo y vector propio asociado.
Si i € R no es valor propio de A, entonces A — ul,, es invertible y los autovalores de (A — pl,,) ™"
son (Aj — 1)t donde los Aj son los autovalores de A, y los vectores propios son iguales.

Lema 49. Sea A € R™™" diagonalizable con valores propios reales \j y vectores propios v;. Sea
pERy|u— | <|p— x| <|p—XNl, j#J. Seaz® € R" con fu}x(o) # 0. Entonces la

.. k) ._ (A—pl,) ka0
sucesion ( = 7
v (A= pTn)~F2 O]l

lw® — signo(\)*Tslla = © (s = M)/ = M) IF)

donde vy es un autovector normalizado a Ay. Ademds, |RA('LU(k))—>\J| =0 (|(,u — )/ (n— /\K)|k),
y si A es simétrica |[Ra(w®) — \;| = O (10w = A0)/ (0 = X&) *). O

Un algoritmo basado en el altimo resultados se llama iteracion inversa (inverse iteration).

satisface

Algorithm 8: inverse iteration

Input: A,z maziter, p, tol

w =20 /20

A =w!Aw:;

while (||Aw — Aw||2 > tol|A]) A (m < maziter) do
Resuelve sistema (A + ul,)v = w para v;
w =v/|[v]|2;
A=w! Aw;

end

Output: w, A

N o Gk W=
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Comentario 50. 1. El parametro p se llama shift.

2. Si A es invertible y n = 0, entonces la iteracion inversa aproxima el valor propio mas
pequeno en modulo.

3. En cada iteracion hay que resolver un sistema con matriz A+ pul,. Es la prdactica, se hace
una descomposicion LU antes del loop principal, y en la linea 4 se resuelve con sustitucion
ascendende/descendente.

Como ejemplo consideramos la matriz

1 0
A_<0 1+€>

con € > 0. Los valores propios de A son A\ = 1,2 = 1 + ¢, y la iteraciéon de potencia converge
con O(1/(1 +&)¥). Si ¢ es pequefio, la convergencia serd muy lenta. Si aplicamos la iteracion
inversa con shift 4 =1+ ¢/ para § > 0 grande, entonces obtenemos convegencia con

0(‘%3:0( ):0((5-1)*).

Usando la iteracion inversa con el shift correcto podemos logramos buena convergencia atin para
problemas con autovalores mal separados. Concluimos que la eleccién del shift es importante
para la convergencia de la iteracion inversa, y la convergencia sera mas rapida si el shift p esté
cerca al valor propio que estamos buscando. Eso nos lleva a la idea de cambiar el shift en cada
iteracion: Si w(® ya es una buena aproximacién a un vector propio v; con valor propio Aq,
entonces p(0) = RA(w(O)) es una buena aproximacion a A; segtn Lema 46. Podemos usar p(©)
como shift y resolver el sistema (A+ ,u(O)In)w(l) = w(® para calcular una nueva aproximacion w()
a v1. Asignamos pM := R A(w(l)) y calculamos una nueva aproximacion w® a v; resolviendo el
sistema (A + p(M 1) w® = w), En iteracion k, eso sera

—c/5
(1-1/d)e

(A+ Ra(w* ) 1)w® = *=1),

Lema 51. Sea A € R™™" diagonalizable con valores propios reales \j y vectores propios v;. Sea
20 e R? y w® := 20 /|||, y define la iteracion

(k)
w®) u

= W, donde u® = (A + Ry (w*=D) 1) twk=D (1.25)
2

Entonces, para casi todos 9, la iteracion w®) converge a un vector propio vy. Es decir, si 20

es suficientemente cerca de vy, entonces la convergencia es cuadratica: existe C' > 0 tal que

) = signo(\)*5l < Cllw™2) — signo(\,)* ', 3,

R4 (w®) — Aj| < C|R4(w* 1) = X\j)2.
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Si la matriz A es simétrica®, entonces la convergencia es cubica
[w®) = signo(A;)* |2 < Cllw* 1 = signo(A;)* 0,3,
IRa(w™) — A < C|RA(w* D) — 23

Proof. Demostramos solamente el orden de convergencia. Por ello, regresamos un momento al
Lema 45 de la iteracion de potencia. La convergencia en este caso es lineal, porque

A2

ly®) 2 < |z — AR 12Oy,
A1

y con (1.24) concluimos que existe una constante C' > 0 tal que

)

lw™® — signo(A\)*1 ||z < C N lw® =1 — signo(A1)* 1 ||
1

En el contexto del lema 49 la iteracion inversa con shift u, la dltima desigualdad se lee

Hw(k) — signo()\J)kiFJHg <C

AJ— (k—1) . k-1~
MR - A
o ,U' [lw signo(Ay)"vsl|2

En la iteracion de Rayleigh, w(®) se calcula por (1.25), es decir con shift © = R (w®*~1). Con
el Lema 46 obtenemos

lw® —signo(A)*oyll2 < ClA; = Ra(w™=D)[[[w"= — signo(x,)*~"7]l2

< Cllw*Y — signo(A)* 15",
con m =2y, si A es simétrica, m = 3. O

El algoritmo basado en el ultimo resultado se llama iteracion de Rayleigh (Rayleigh iteration).

Algorithm 9: Rayleigh iteration

Input: A,z maziter, p, tol

w =20 /20

A =w!Aw:;

while (||Aw — Aw||2 > tol|A]) A (m < maziter) do
Resuelve sistema (A + AI,,)v = w para v;
w =v/|[vll2;
A =w!Aw:;

end

Output: w, A

N o Gk W=

®Es suficiente que A sea normal, es decir AT A= AAT.
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Comentario 52. Observamos que en cada iteracion tenemos que resolver un sistema con matriz
A+ A, y A cambia en cada iteracion. Es decir, el método es mas caro que la iteracion inversa
porque no podemos calcular una descomposicion LU antes de entrar en el loop principal. Sin
embargo, la convergencia de la iteracion de Rayleigh es mayor que la converencia de la iteracion
muersa.

Supongamos ahora que A € R™*" es diagonalizable y
Al = 2 A > A ] 2 - = Al

y nuestro objetivo es calcular el subespacio generado por los primeros m vectores propios,
V = (v1,...,Un), es decir, una base. Un caso especial serd A\; = --- = \,;, = A, donde
V =ker(A — \I,).

Generalizamos la iteracion de potencia: Usamos m vectores de partida,
X .= (xgo),...,x,g]b)> € R™™,

tal que las proyecciones ortogonales de las columnas de X© a V son linealmente independi-
entes. Entonces esperamos que la iteracion A*X(©) converja en algin sentido a V con orden
de convergencia O(|Ayi1/Am|¥). Como en el caso de la iteracion de potencia, esperamos over-
flow /underflow en el caso de valores propios mayor/menor que 1 en modulo. Ademaés, si A; es
dominante en modulo, entonces todas las columnas de A¥ X ©) convergeran a v, en direccion. Es
decir, teoricamente siguen linealmente independientes las columnas de A*¥ X ©), pero en la prac-
tica son numericamente linealmente dependientes. Para evitar ambos problemas en la practica,
tenemos que hacer una normalizaciéon. Dado que nos interesa solamente un base del subespacio
V, podemos calcular una base ortogonal de las columnas de A*X(©) . Por ejemplo, podemos
calcular una factorizacion QR reducida

ARX©) — k) g(k)

con Q) € R"*™ y RK) ¢ Rm>™ v ysar Q%) como aproximacion a una base de V. ;Como vamos
a medir el error? Observamos que V es invariante, es decir AV C V. Si X € R™ ™ es una base
de V, entonces existe unica matriz V€ R™*™ con AX = XV, es decir [|[AX — XV |2 = 0.

Lema 53. Sea A € R™*™ unitariamente diagonalizable con valores propios |A1| > -+ > |An|, es
decir
A1
A=Q - Q"
An
con @ € C"™ = (vy,--+ ,v,) unitaria. Sea 1 <m < n—1 con|A\p| > [Am+1l, ¥ Pm la proyeccion

ortogonal al (v, ... ,vy). Sea X© € R™™ con P, X rango rdzimo. Sea A¥X©) = Q*) R(k)
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una factorizacion QR reducida. Entonces existe una sucesion de matrizes V&) e R™X™ tal que

14Q® = @BV Bl = O (IAms1/Aml*) -
O

Para calcular Q) hay que hacer una factorizacion QR de la matriz A¥X (). Ya mencionamos
que A* X (©) es numericamente linealmente dependiente, es decir, su nimero de condicionamiento
es muy grande. Para evitar de calcular A*X (0), escribiremos

Ak—l—lX(O) AAk AQ
y calculamos una factorizacion AQ®) = Q-+ RE+D  Con R*+1) .= R*+1) . R(*) ghtenemos

AR X 0) — b+1) plkt1)

Para obtener un criterio de cancelacion, usaremos la siguiente observacion: si Q™) fuera una
base exacta del espacio propio que buscamos, entonces existe una matriz V) e RmM*m ta] que
AQ®) — QWY () = 0. Multiplicamos la tltima identidad con (Q®*))" y obtenemos

(QUNHAQ™ = v,
Lema 54. Sea V) .= (QMYHAQ®) . Entonces
1(AQ™) — @WV)y |3 = [I(AQ™ = QWV W)y 5 + (VW) — V)3
para todo k € N, y € R™, y V € R™*™,

El algoritmo basado en el taltimo resultado se llama iteracion ortogonal.

Algorithm 10: orthogonal iteration

Input: A, X© tol

k=0;

QW RK) = x (k).

while [[AQ™®) — Q(* (Q<k )HAQWH2 < tol do
Q(k+1)R (k+1) AQ
k=k+1;

end

[ I N VI
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Chapter 2

La transformacion rapida de Fourier

Si queremos interpolar una funcién 2mw-periodica, entonces tendra sentido usar un interpolante
2m-periodico. Una funciéon compleja 2m-periodica f pueder ser representada por su serie de
Fourier,

a o :
flx) = ?0 + ]; a, cos(kx) + by sin(kx).

Usamos el simbolo /2, porque la convergencia de la suma y sus valores dependen de las propiedades
de la funcion f. Usando la identidad de Euler ¢ = cos(#) + isin(f) podemos escribir

_ 0 . . _ = ikx
flx) =~ > + kz_lak cos(kx) + by sin(kx) = k_z_: cre™,

donde ¢g = ag/2, cx = (ar —iby)/2, c_r = (ar +1iby)/2. Podemos cortar la suma del lado derecho
e interpolar f por una suma de la forma

N 2N
§ : Ckezkm _ e—sz § :Ck_Nezkm'
k=—N k=0

2.1 La transformacion discreta de Fourier (DFT)

SeaTy_1 := {p :[0,27] = C | p(x) = Ziv:_ol cke““} el espacio vectorial de los polinomios trigono-

metricos sobre C.

Lema 55. Se tiene dimTy_1 = N, y para nodos xq,...,xn—1 € [0,27) distintos entre si y
valores y; € C existe tunico polinomio trigonometrico interpolante p € Ty_1 con p(x;) = y; para
todo j =0,...,N — 1.

99
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Proof. Sea p(z) = Zi\;—ol cre™™ un elemento de Ty_1 con p(x;) = 0 para todo j =0,...,N — 1.
Definimos z; = e'®i y observamos

2

0=p(z;) = cke’kxf = Z ckz
0

=
i

Es decir, el polinomio p(z) := Z,Jj:_ol 2" de grado N — 1 tiene N raices rj,j=0,....,N—-1,y

por lo tanto p = 0, o bien ¢, =0, kK =0,...,N — 1. En particular obtenemos que las funciones
e | =0,...,N — 1 son linealmente independientes, y concluimos dim Tx_; = N. Notamos
que hemos demostrado la inyectividad de la aplicaciéon lineal

T N—1 — (CN

p= (p(:EO)) cee 7p($N—1))

Una aplicacion lineal inyectiva tambien es sobreyectiva. Fso muestra la existencia y unicidad del
polinomio trigonometrico interpolante. O

A partir de ahora consideramos nodos equiespaciados, es decir

j=0,...N—1. (2.1)

a;j:27ri

N 9
En este caso podemos encontrar una formula explicita para calcular los coeficientes del polinomio
trigonometrico interpolante. Introducimos la N-ésima raiz unitaria

Wy = e27rz/N.

Lema 56. Para 0 < k, £ < N — 1 se tiene

1
7 2 () =t
J

2

I\
o

Proof. El caso k = £ es facil, dado que w$, = 1. Para k # £ notamos Wk N £ 1, y la suma es una
suma geometrica. Calculamos

=

-1 . (k—0)N

() = =
j=0 YN
donde usamos w](\]f_e)N = e2mi(k—=6) — 1, 0
Lema 57. Sean los nodos x, ...,xn—1 dados por (2.1), y sean y; € C. Sea p € Tn_1 el unico

polinomio trigonometrico interpolante, es decir p(xj) = y; para todo j =0,...,N — 1. Entonces
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(1) El polinomio p estd dado por

N-1 1 V-1
ik —kl
p(z) = Z cpe™ . donde ¢, = I Z Wy Y-
k=0 =0
2) Con la matriz Vy € CV*N dada por (V)i = w_kj, k,j=0,....,N —1 y los vectores
7] N
y=(yo,...,yn-1)" €CN, c=(cy,...,en_1)" € CN se tiene
1
c= NVny.

(8) La matriz -V es simétrica y unitaria, es decir

N
1 -1 1

—V SR v

<¢N N) VN Y

En otras palabras, la transformacion inversa discreta de Fourier estd dada por

Proof. Para demostrar (1) es suficiente verificar p(z;) = y;. Notamos etk = 2mikj/N — w]k\,j, y

con Lemma 56 concluimus

N-1 N-l N-1 4 N-1 " N-1
—ke, ika; =
plag) =2 2 wn ye™ = > YN wi =3y =y
k=0 = ¢=0 (=0 k=0 £=0

Para demostrar (3), notamos que la matriz Vi es simétrica por definicion, y por el Lema (56) se
concluye que la matriz indicada es unitaria. O

La aplicaciéon lineal

cN N
Fn: 1
Yy 5VNy

se llama transformacion discreta de Fourier'. Notamos que Vyy contiene solamente los N elemen-
tos diferentes w;,z, ¢=0,...,N—1. Es decir, la computacion Fy(y) a traves de la multiplicacion
matriz-vector necesita O(N) operaciones para ensamblar la matriz Viy y O(N?) operaciones para
la multiplicaciéon matriz-vector, en total O(N?).

! Discrete Fourier transform, DFT.
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2.2 La transformacion rapida de Fourier (FFT)

Una transformacion rapida de Fourier es un algoritmo que realiza la operacién Viyy con un costo
computacional O(N log N). Hay varios algoritmos, el mas famoso es el algoritmo de Cooley-Tukey
(1965). Se basa en la siguiente observacion.

Lema 58. Sea N = 2M y w = e=2™/N_ Entonces, las sumas

ck:Zwkjyj, k=0,...,N —1,

pueden ser calculadas como

M-1

M-1
cor=Y_ &9, cupr=> 9h;, £=0,...,M-1
=0

i=0

Proof. Si j = 2¢, entonces por w?Ml = Nt =1,
vl M-l M-1
250 2i¢ 2(j+M)
c2ézzwﬂyjzz<wﬂyj+w0+ y+M) Zyj+yj+M
J=0 j=0 =0
Si j = 20+ 1, entonces por wMZHD = 1
M-l M-—1
Cotp1 = Z W@, Z ( Ry UMD, +M) -
J=0 J:0

O

El Lema 58 muestra que la transformacion discreta de un vector en CV puede ser realizada
usando dos transformaciones discretas de vectores en CV/2: Para y € CN sea ¢ = Fy(y). Se
define gr = yx + Yprn/2; he = (Y — yk+N/2)w§“V, y segin Lema 58 tenemos

1
(co,c25---5Com—2) = §fN/2(907 e 79N/2—1)

1
(c1,¢3,..,com-1) = §fN/2(h07 e 79N/2—1)-

Si aplicamos esta idea de manera recursiva, llegamos al siguiente algoritmo. Por motivos de una
vision completa, presentaremos el algoritmo rapido para la transformaciéon inversa.
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Algorithm 11: ¢ = FFT(y) %Cooley-Tukey radix-2 FFT
IHPUt: N = 2;!77 JUAS N07 Yy = (y07' o 7yN—1) € (CN
if N =1 then
o = Yo;
else

W= e—27ri/N;
M = N/2;
Calcula g = (go, - -+, gm—1) cOn g, = Yk + Yktr;
Calcula h = (hg,...,hy—1) con hy = (Yp — Yrgrs)w";
(C(),CQ, v ,CN_Q) = %FFT(Q);
(61703, v ,CN_l) = %FFT(h);
10 end
Output: ¢ = (co,...,cn_1) € CV

© O N O s W =

Corolario 59. Algoritmo 11 calcula la tranformacion discreta de Fourier de y € CN con un
costo computacional de O(N logy N).

Proof. Sea N = 2P y a, el nimero de sumas/restas y m, el nimero de productos para calcular
Fn. Entonces, aplicamos induccion con respecto a p para demostrar que a, = p2P y m,, = p2P—1,
Para p = 0 tenemos ag =0y mo = 0. Luego,

ap+1:2ap+2.2p:2p2p+2.2p:(p_|_1).2.2p:(p_|_1).2p+1,
Mpy1 = 2my + 2P = p2P + 2P = (p+ 1)2P.
En total,

3 3
ap +my = p2P + p2P~t = 5])2” = §N10g2(N).

Algorithm 12: ¢ = inverseFFT(y) %Cooley-Tukey radix-2 inverse FFT
Input: N =2P, p € Ny, ¢ = (cg,...,cny_1) € CV
if N =1 then

‘ Yo = Co;
else

w= e27ri/N;
M = N/2;
Calcula g = (go, ..., 9m-1) con gy = ¢k + Chinr;
Calcula h = (hg,...,hy—1) con hy = (cg — cpprr)w”;
(Yo, Y2, ---,Yn—2) = inverseFFT(g);
(y1,Y3,-..,yn—1) = inverseFFT(h);
10 end

Output: y = (yo,...,ynv_1) € CV

© W N O s W -
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2.3 Una aplicaciéon de FFT: Convolucién discreta rapida

Recordamos el teorema de convolucion, es decir,

F(f*g)=F(f) Fl9),

donde la convoluciéon de dos funciones se define por

frg) = [ Hwal

Hay una version discreta de este resultado. La convolucién discreta aparece por ejemplo si uno
quiere calcular el producto de dos polinomios p(z) = >}, pex® y q(x) = > r—o gex”, es decir

m—+n k

k
= Z cyxr”,  con ¢ = ijqk_j.
k=0

J=0

Definicién 60. Una sucesion (f;)jez € CZ se llama N -periodica, si fj = fj+n para todo j € Z.
Sea (C]ZV el espacio vectorial de todas las sucesiones N -periodicas.

(1) Definimos la transformacion de Fourier Fy : C% — C% por

Z N I

(2) Definimos la convolucion % : C% x C% — C% por

(f *9); kag;

Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 61. Sean f,g € (CJZ\,. Entonces

Fn(f*g) =Fn(f) - Fn(g),
donde - representa el producto por componente. Ademds, Fn : (C]ZV — (sz\, es biyectiva, y
(i = 25 W i =
Por el altimo teorema, podemos calcular f x g por

fxg=Fy (Fn(f)-Fn(9),

y si usamos las versiones rapidas de la transformacion de Fourier y su inversa, el costo computa-
cional serda O(N logy N) en vez de O(N?).
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Diferencias finitas para ecuaciones
diferenciales

Problemas de valor inicial para ecuaciones diferencial como
y'(z) = f(z,y(z)), para todo z >0,
y(0) = yo,

o tambien

y'(x) + 9y (z) = f(z,y(x),y (), paratodo z >0,

pueden ser aproximados numéricamente con métodos que marchan en el tiempo, como el método
de Euler, métodos Runge-Kutta, o Adams-Bashforth. Estos métodos son, estructuralmente,
nada mas que métodos de integracién numérica.

Por otro lado, si consideramos problemas de condicién de frontera como

—u"(x) = f(x) para todo z € (a,b)
u(a) = ug,
u(b) = uy,
o tambien para ecuaciones diferenciales parciales, los métodos mencionados antes ya no se aplican.
En este caso, se usa el método de diferencias finitas (MDF'). Es conceptualmente sencillo, y su

implementacion es relativamente facil. Para aproximar la soluciéon  : 2 — R a una ecuacion
diferencial con condiciones de frontera dada en un dominio €2, la idea del MDF es la siguiente:

1. Generar una malla 2, del dominio, es decir, un conjunto finito de puntos. El parametro
h > 0 indica la resolucion. El objetivo sera calcular una funciéon discreta up : Q5 — R,

65
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dada solamente en los puntos de €. Se espera que uy, converge a u en algun sentido si h
converge a 0.

2. Para calcular la funciéon wuj,, tenemos que transformar la ecuacion diferencial en un sistema
de dimension finita, reemplazando las derivadas por cocientes de la diferencia con parametro
h. Por ejemplo, si z y « + h ambos son elementos de la malla 2, podemos aproximar

, u(z + h) —u(z)
u'(x) ~ 3 .

De esa manera reemplazamos una ecuacion diferencial lineal por un sistema lineal Apup =
fn, donde interpretamos nuestra funciéon discreta uj, ya como un vector. La matriz Ay
representa el operador diferencial aprozximado de la EDP, y el vector fj el lado derecho.

3.1 Diferencias finitas para problemas ellipticos

Sea Q C R? con frontera 99, y f € C(92). Consideramos el problema de buscar la solucion u de
la ecuacién de Poisson

—Au(z) = f(z) para todo = € Q,

(3.1)
u(z) = g(x) para todo x € 0f2.

La ultima ecuacién es un modelo para la distribucién de la temperatura en un cuerpo 2 con
fuente de calor f y temperatura fija g en el borde del cuerpo. Si la fuente es negativa, entonces
esperamos que el maximo de tempertura se alcanza en el borde del cuerpo. El préximo resultado
formaliza esta intuicién. Se demuestra en el curso de EDP.

Teorema 62 (Principio débil del maximo). Sea u € C%(Q) N C(Q).
(1) Si —Au <0 en 2, entonces maxzeq u(r) < max,cpo u(z).

(2) St —Au >0 en Q, entonces mingeq u(x) > mingepn u(z).

El principio de méximo implica el siguiente resultado de estabilidad.
Corolario 63. Una solucion u € C%(Q) N C(Q) de (3.1) es tinica.

Proof. Si u y v son dos soluciones, entonces —A(u —v) = 0 en Q y u — v = 0 sobre 0. El
principio de maximo implica

0= min(u — v)(r) < min(u - v)(z) < max(u — v)(z) < max(u — v)(z) = 0.
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3.1.1 Diferencias finitas en una dimension

Dado h > 0, la primera derivada u/(z) de una funcién pueder ser aproximada por las diferencias

: _u(@+h) —u(z) — u(z) —u(z —h)
oM tu(z) = o .ot u(zx) == - ,

o también por la diferencia simétrica

u(x 4+ h) —u(z —h)
2h )

"Ou(z) =

La segunda derivada u”(x) puede ser aproximada por la diferencia

u(z+h)—u(x u(x)—u(z—h
S ghrtuy) — it — MG (e +h) — 2u(@) +ulz — h)
h h? ’

Con respecto al error que se introduce al aproximar derivadas por diferencias, podemos decir lo
siguiente.

Lema 64. Sea Q2 C R un intervalo abierto y sea [x — h,x + h] C Q. Entonces

h . o
|0 Fu(x) — o' (z)] < §||u\|02(§) siue C*(Q),

h? , —
9 uta) (@) < "l g oy 1w € @),

2

|8h’_8h’+u($) _ u//($)| < %HUHC‘*@) st U € 04(5).

Proof. Demostramos solamente la primera desigualdad. Por el Teorema de Taylor existe £ €
(z,x + h) tal que

u(z + h) = u(z) + h/(x) + h? u”2(§)’
o bien
u(x + h) —u(zx) oy hoy,
h —u'(z) = gu(§).

Tomando el valor absoluto y usando

()] < llull ez @y

muestra el resultado. O
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Dada f:(0,1) = R y up,u; € R, consideramos ahora el problema

—"(z) = f(x) para todo x € Q := (0,1), (3.2a)
u(0) = ug, u(l) = uy. (3.2b)

Por el Lema 64 podemos escribir
—Mohtu(x) = f(x) + O(h?) para todo = € Q.
Primero, podemos abandonar el termino O(h?). Segundo, definimos las mallas

Qn:=1{h,2h,...,(n—1)h=1—h},
Qp :=1{0,h,2h,...,1—h,1},
O, == Qp, \ Qi = {0, 1},

donde n = 1/h. Notamos que si x € Q, entonces la diferencia 9" ~9"Tu(z) se calcula usando
solamente los valores de w en x —h, z,z+h € Qy,. Es decir, si vy, : Q5 — R es una funciéon definida
solamente en los puntos de la malla €, entonces queda bien definida la diferencia 9"~ 9" vy, ()
para cada punto x € Qp. El problema de hallar v : £ — R solucion de (3.2) lo podemos
aproximar por el problema de hallar uy, : Q;, — R dada por

— E?h’_(‘)h’Jruh(x) = f(z) para todo x € Qy, (3.3a)
uh(O) = U(),uh(l) = Uui. (3.3b)

Para calcular u; tenemos que fijar sus valores en los n+ 1 puntos de Q. Pues, (3.3a) representan
n — 1 ecuaciones lineales, una para cada punto en . Las condiciones (3.3b) son 2 ecuaciones
lineales. En total, (3.3) es un sistema lineal de n + 1 ecuaciones para los n + 1 valores de up,.
Explicitando la ecuaciones llegamos a

up(0) =
h™2[—un(0) + 2up(h) — up(2h)] = f(h)
h™2[—un(h) + 2up(2h) — up(3h)] = f(2h)
h™2[—un(2h) + 2up(3h) — up(4h)] = f(3h) (3.4)

h=2[—up(1 = 2h) + 2up(1 — B) — up(1)] = f(1 - h)
Uh(l) = Uui.

La primera y ultima ecuacion en (3.4) corresponden a las condiciones de frontera (3.3b), y las
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podemos eliminar desde el principio, asi llegamos a

=2 [2up (h) — un(2h)] = f(h) + h™%ug
h™2[=un(h) + 2up(2h) — up,(3h)] = f(2h)
W2 [—up(2h) + 2up (3h) — up(4h)] =

f(3h) (3.5)

™2 [—up(1 — 2h) + 2up(1 — h)] = f(1 — h) + h™2u.

En forma matricial, eso es

2 -1
-1 2 -1 up, (h) f(h) +h™2ug
1 -1 2 -1 (2h) f(2h)
m S N e ; (36)
-1 2 -1 up(1 — h) f(A—h)+h 2y
-1 2

Por ahora hemos considerado uj, como una funcién. Su dominio es un conjunto finito de n + 1
puntos, y por lo tanto podemos considerar u; como un vector u;, € R"*!, usando la relacion

up ;= up (jh), paraj=1,...,n—1
El lado derecho de (3.6) lo escribiremos también como un vector

[y = F(h) + h %,
ij:f(jh), para j =2,...,n — 2,
f, ,=f1—=h)+ 2,

y al final tenemos llegamos al sistema

Ahﬂh = ih' (37)

3.1.2 Diferencias finitas en dos dimensiones

Ahora sea Q = (0,1) x (0,1). Para h > 0 usamos las diferencias

u(a: + hvy) — u(ajay) u(a:,y) — u(a: — h7y)

O u(w,y) = . , Op () = . :
w(x,y +h) —u(x, _ w(z,y) —ulz,y —h
Ot y) = (z,y Z ( y)7 - u(z, y) = (z,y) h( y—h)
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El Laplaciano —Awu puede ser aproximado por la diferencia

—Apu(z,y) : = == u(z,y) — 85’_85’+u(x,y)
= . .

Por el Lema 64 podemos escribir
—Apu(z,y) = f(z,y) + O(h?) para todo (z,y) € Q.

Para generar una malla, usamos los puntos z; = jh, j =0,...,n, donde n = 1/h, y x;; = (z;, ;).
Definimos las mallas

Q= {a;10<4,j <n},
O, = T \ 2.

El problema de hallar la solucion u de (3.1) (por comodidad supongamos que g = 0) lo podemos
aproximar por el problema de hallar uy, : Q;, — R dada por
—Apup(xij) = f(xi5) para todo x;; € Qp,

(3.8)
up(xi;) = 0 para todo x;; € 0Q,.

Notamos que para x;; € €1}, se tiene

— Anup (i) = Aun(24g) = w(@igr,y) = wl@iong) = U@igen) — ulzig)

h2
y por lo tanto Ay, se llama patron de 5 puntos. Notamos que (3.8) es un sistema lineal de (n+1)?
ecuaciones lineales para las (n + 1)? valores uy (), z;; € Qp. Si lo queremos escribir en forma
matricial, tenemos que numerar las desconocidas. Como en el caso de una dimensién, vamos a
eliminar las desconocidas que corresponden a valores de uy en la frontera 0f);, e incorporarlas

en el lado derecho. Asi nos quedamos con (n — 1)? desconocidas, que son los valores de up(z;;),
(n—1)2

x;5 € §y. Para representar las desconocidas como un vector u;, € R vamos a numerar los

puntos z;; € £} de manera lexicografica

Upi(n—1)+j = Un(Tij)- (3.9)

Con esta numeracion, llegamos al sistema Apu;, = f ,» donde

A -
-1 A -I
I A —I
Ap = = o € R(v=1*x(n-1)? (3.10)
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con

A= o e RO-Dx(n-1)

e I € R=1Dx(n=1) 15 matriz de identitad.

3.1.3 Teoria de convergencia a priori

Supongamos que d = 2, aunque todos los resultados de esta secciéon se aplican en cualquier
dimension. Ya concluimos que la discretizacion de la ecuacion de Poisson (3.1) por diferencias
finitas puede escribirse en forma matricial Apu;, = fj,. Ahora presentamos la teoria a priori. Nos
preguntamos

(1) ;Existe unica solucion wuy, de (3.8)?7 En otras palabras, ;Es invertible la matriz Aj?

(2) (En que sentido converge uy, a la solucion exacta u?

Notamos que Aj; es nada mas que la representacion de la aplicacion lineal —A; definida so-
bre espacios de funciones discretas. Para formalizar esto, definimos los espacios vectoriales de
funciones discretas

Up:={up:Q =R}, vy Uh::{uhzﬁh—)R}.

Ambos espacios son de dimension finita, dim Uy, = (n—1)? y dim U}, = (n+1)2. Ademas, vamos
a necesitar el espacio con condicion de frontera

U;? = {uh € Uy, | un(wij) = 0 para todo x;; € 8Qh} C Uy,
Notamos que dim Uf? = dim Uy. Definimos las normas

[valloo,0, = Jnax (i), vy Nvnlleg, = Juax lvn ()],

y las operadores de restriccion
[ ]_ . C(ﬁ) — Uh

2w = ([ulg, )(zij) = u(zij), para todo z;; € Qn,
o, : c) — U,

N = ([u]a, )(zi;) = u(xi;), para todo z;; € Q.

Vamos a formular una teoria general de convergencia a priori, usando patrones generales Lj que
aproximan el operador diferencial bajo consideracion.
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Definicién 65 (Consistencia y Estabilidad). Sea h > 0 y Ly, : U, — Uy una aplicacion lineal.

(1) Siu € C?*(Q)NC(Q), se dice que Ly, es consistente con A de orden k € N para u, si
existe una constante C, > 0 independiente de h, tal que

||Lh[u]§h - [Au]QhHoo,Qh < Cchk

(2) Se dice que Ly, es estable, si existe una constante C, > 0 independiente de h, tal que

[unllooz, < CellLnunllso, — para todo up € Uy,

O

Teorema 66 (Consistencia + estabilidad = convergencia). Sea u € C%(Q) N C(Q) solucion
de (3.1), es decir

—Au(z,y) = f(z,y) para todo (z,y) € €,
u(z,y) = 0 para todo (x,y) € ON.

Sea Ly, estable y consistente con A de orden k para u. Entonces, Ly, : U,? — Uy, es invertible, y
la solucion discreta up, := —L}:l[f]gh método converge con orden k, es decir,

lun — [ulg, oo, < CHF.

Proof. Notamos que Ly, sea estable significa nada mas que Ly, : U, }? — Uy, es inyectiva. Dada que
dim Uf? = dim Uy, concluimos que Ly, es invertible. Por la estabilidad y consistencia,

lun = [ulg, llseq, = I = Ly ' [flan — g, oo,

< Celllfle, + Lnlulg, o0, = IILalulg, — [Aulg,lloo0, < CeCeh®.

1

O
Notamos que
Ay, U, — U
es una aplicacion lineal. El Lema 64 implica la consistencia de Ay,.
Corolario 67. Siu € C4(Q), entonces Ay, es es consistente con A para u de orden 2. 0

Para obtener la estabilidad de A}, tenemos que trabajar un poco.
Lema 68. Sea uy, € Uy,.

(1) Si —Apup(xi;) <0 para todo x5 € Q,, entonces maxyeq, up(r) < maxgyecan, Un(T).
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(2) Si —Apup(xi;) > 0 para todo ;5 € Qp,, entonces mingeq, up(r) > mingeaq, un(z).
Proof. Vamos a llevar la condicion

e up(zi5) > (max up(i5) (3.11)

a una contradiccion, pues hay dos casos:

(i) La funcion up|q, es constante. En este caso, para cualquier punto ZE:j € Qp, tal que existe
un punto

w € {@iy 5 Ty T, T )
con x € 98y, se tiene
0> —h*Apup(a}y) = dup(x};) — up(@]_y ) — un(@fr,) — un(@h; 1) — un(@) ;1) >0,

. ., . .
(ii) La funciéon wup|o, no es constante. En este caso, existe un punto zj; € Q, donde uplq,
alcanza su maximo, y en particular un punto

T e {l’f—l,ja33:+1,j7x?,j—1=37;j+1}
con
up () < up(wy;). (3.12)
En este caso también vemos
0> —h*Apup(f;) = dup(x7;) — wn(wi_y ;) — un(@fy ;) — un(e ;) = un(af;40) > 0,
O

Si aplicamos el dltimo Lema a la diferencia up — vy, obtenemos el siguiento resultado.

Corolario 69. Sean up, vy, : Q, — R dos funciones con —Apup(xij) < —Apvp(zij) para todo
zij € Qp y up(xij) < wvp(xij) para todo xi; € 0y,. Entonces up(xij) < vp(xi;) para todo
Tij € Q. O

Lema 70. Existe una constante C, > 0 independiente de h, tal que para todo vy € U}? se tiene
[Vn]l oo, < CellAnvhlloo,0,-
Proof. Sea

4—x2—y2

w(z,y) := || Anvn oo 1
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y definimos wy, := [w]g, . Calculamos

Apvp,
~ A arg) = 1200 (g 02 g2y g maty g - (4 )

4
—(-a?—yt) - (—af - k)
Apvnlloo
= Bl (44 a2 ) (4 Gt g (4 ()

4
— (=2 = (y+ )~ (4—a? = (; — 1))
= [|Anvnlco-
Eso implica —Apvp(z45) < —Apwp(x;;) para todo z;; € Q. Ademas, vy (x;;) = 0 < wp(z;5) para
xi; € 08Y,. Con el Corolario 69 concluimos vp(x;;) < wp(xi;). Aplicando el mismo argumento

con la funcién —wjy, muestra que —wp(x;;) < vp(z;;) para todo z;; € Qy,. Concluimos que

[onllom, < llwnlloog, = CellAnvalloo,0,-
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Concluimos entonces que el operador Ly, : U }? — Up, respectivamente la matriz Ay, son invertible,
y que

”A}::L”OO S C67

uniforme en h. Para demostrar este resultado, hemos usado el siguiente principio del mdzrimo
discreto,

Apu<0=u<0.

Arriba, y a partir de ahora, la desigualdad < para vectores y matrices se entiende por compo-
nentes.

Definicion 71. Una matriz A € R™*" se llama
(i) matriz Ly, si a;j <0 para todo i # j,
(ii) monotona inversa, si Ax < Ay = x < y.
(iii) matriz M, si A es Lg, invertible, y A~ > 0.

Lema 72. Una matriz A € R™™ es monotona inversa si y solo si es invertible y A~' > 0. En
particular, las matrices M son las matrices Ly monotonas inversas.

Proof. Si A es monotona inversa, entonces Az = 0 implica = 0. Por lo tanto, A es inyectiva,
y por se cuadrada, invertible. También notamos que 0 < e, y por lo tanto 0 < A_lej para todo
j =1,...,n. Por otro lado, si A=! > 0, entonces 0 < A(y — ) implica 0 < A 1Ay — 2) =
Y — . O

En la demostracion de Lema 70 hemos usado la funcion ¢(z,y) = #, y o= [w]ﬁh.
Notamos |q, > 0, ¥|aq, > 0, y hemos visto que —Apy) = 1. Si anotamos con ¢, € Ug la
funcion con ¢, = ¥nlq,, entonces vemos que ¢plo, >0y —Appp > 1.

Lema 73. Sea A € R™"™ una matriz Lg. Entonces A es monotona inversa si y solo si existe un
vector x € R, x > 0, tal que Ax > 0. En este caso,

[l

Ao < '
4™ e < S A,

Proof. Si A es monotona inversa, entonces por Lema 72 A es invertible y A~' > 0. En particular,
existe un elemento de A~ > 0, pues en el caso contrario A~! no seria invertible. Por lo tanto,
r:=A"Y(1,...,1)T cumple con lo requerido.

Por otro lado, sea z un vector que cumple con el enunciado. Mostraremos que A™! existe y que
A1 >0, pues Lema 72 implica entonces que A es monotona inversa. Vemos

Az 1/ "
A'-:M:—< Az — A x>>0.
i z; z; kT Z ]k\ﬁ/
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Si anotamos la parte diagonal de A con D, entonces vemos que D es invertible con D~! > 0.
Sea P:= D7'(D — A). Dado que A es Ly, D — A > 0. Concluimos que

(i) P=>0,
(ii) (I — P)r = D7'Ax >0, 0 sea Pr < z.

Ahora mostraremos que (I — P) es invertible. Recordamos que si la serie de Neumann »_ - P¥
converge, entonces su limite es (I — P)~!. Para convergencia de la serie, serd suficiente encontrar
una norma || - ||« tal que || P||« < 1. Definimos
o |yil
[y[ls := max ==.

e 7

Notamos || P|[, = max,,—1 [[Py|+. Si [ly[lx =1 entonces —z <y <z, y con P > 0 concluimos
—Px < Py < Px. Entonces,
|(P)i] (P)i i

Py)i
[(Py) max = max —— < max — = 1.
xT; i=1,...,n xT; i=1,...m  X; i=1,...,n T;

IN

[Pyl = max
2217"'7

Ahora mostraremos que A~! > 0. Primero notamos que la tltima desigualdad es equivalente a
A7'D >0, pues D > 0. Calculamos

AT'D= (DA =T -P)t =) Ph>o,
k=1

pues P > 0. Finalmente mostramos la desigualdad. Notamos que

Az > min (Az); (r - 1)T,

i=1,...,n

y dado que A~' > 0y Az > 0 obtenemos
x

_1 DY T
minizl,__.,n(Aaj)i 2 A (1 1) ’

O sea

A7 (1 1) e <

Para x € R" se tiene
e (1 - 1) <@l (0o 1)
y dado que A~! > 0 se obtiene
el AT (1 e ) <z < afedT (1 - 1)
de donde obtenemos

—_ _ T
A 2]l <l ATH( o 1) oo
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Por ejemplo, la matriz A, de (3.10) es una matriz Ly y es monotona inversa por Corolario 69, y
en Lema 70 hemos mostrdado [|4, | < Ce con C. independiente de h. La misma conclusion
sigue con Lema 73, usando x = ¢y,.

3.1.4 Condiciones de frontera de Neumann

Consideramos el problema

—u"(x) = f(x) para todo x € Q2 := (0,1), (3.13a)
u(0) = wo, (3.13b)
u'(1) = uy. (3.13c)

Usamos las mismas mallas que antes, h = 1/ny

Qpn={h,2h,...,(n—1)h=1—h},
Q= {0,h,2h,...,1 —h,1},
o, = \ O ={0,1}.

La condicion (3.13c) la podriamos discretizar por

u(l) —u(l —h
u'(1) = (1) h( ) + O(h).
Sin embargo, es una discretizacion de primer orden, mientras la discretizacion —Ay, en el interior

es de segundo orden. Si finalmente queremos un método de segundo orden, necesitaremos una
discretizacion de la condicién de Neumann de segundo orden. Usaremos la discretizacion

1+h)—u(l—nh)
2h

(1) = 4 +O(h?)

para expresar

u(1l + h) = 2huy +u(l — h) + O(h?)

3.2 Diferencias finitas para problemas parabolicos

Sean 2 = (0,1) y J = (0,7) intervalos. Consideramos el problema de hallar una funcion u(x,t)
tal que

0 0?
Eu(:ﬂ,t) — @u(:n,t) = f(z,t) para todo (z,t) € Q x J,

donde f es una funcién dada. Para obtener tinica solucién, tenemos que proveer condiciones de
frontera en el espacio,

u(0,t) =u(l,t) =0 para todo t € (0,7,
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y una condicién inicial en el tiempo
u(z,0) = ug(r) para todo z € Q.

Este problema es un modelo para la evolucion de la temperatura u(x,t) de un cuerpo 2 en el
tiempo (0,7"), donde g es la temperatura inicial y f es una fuente de calor. Es por eso que
consideramos x como la variable espacial y t la variable temporal. Si f = 0, entonces la solucion
exacta es

o0 1
u(z,t) = 226_(j”)2t sin(jﬂa:)/o uo(y) sin(jmy) dy. (3.14)
j=1

Notamos entonces que la ecuacién diferencial contiene un problema de condicién de frontera en
el espacio, y un problema de valor inicial en el tiempo. Para aproximar la derivada espacial
0? /0z%, vamos a usar las diferencias finitas Ay, con h = 1/n > 0 sobre la malla espacial

Qp ={z1,22,...,2n1t ={h,2h,...,(n —1)h =1—h}.
Eso nos lleva a la semi-discretizaciéon

%u(mi,t) — Apu(x;,t) = f(z;,t) para todo z; € Q.

Para la discretizacion en el tiempo, eligimos un paso temporal k& = T//m y puntos t, = (k,
£=0,....,m,y

u(wy, tey1) — ulxs, te)
k

Eu(azi,tg) ~

Anotamos u(w;,ts) = uf. Dependiente de donde evaluamos Aju(z;,t), obtenemos dos métodos
diferentes.

(1) Euler explicito:

‘ 00
i up Uiy = 2up T Uy 1
k h? o

Este método es explicito en el tiempo, pues

0

¢,
us o — 22U+ u;
uf“zuf—kkff—i-k 1 ! ol

h2

(2) Euler implicito:

TR R R TS A s |
ui Wity 2w by £
PR

k h?
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Notamos que si usamos la matriz de diferencias finitas para u” en una dimension

2 -1 0 0
) -1 2 -1 0 O
Ay = ﬁ e R(n—l)x(n—1)7
o ... -1 2 -1
o ... 0 -1 2

podemos escribir el método de Euler explicito como

w,™ =+ k(f) — Apuy),  para £ >0, (3.15)
y el método de Euler implicito como

(I + k:Ah)giH = gfl + k‘ifj‘l, para £ > 0.
Recordamos brevemente la necesidad de tener métodos implicitos y consideramos la EDO

y'(t) = My(),
y(0) =1
con A < 0. La solucion exacta es y(t) = e, y por lo tanto lim; s y(t) = 0. El método de

Euler explicito en este caso es ypy1 = y¢ + kAyp, y conlcuimos |yg| < |yo||1 + kAJY. Para obtener
lye| — O es suficiente tener —2 < kA < 0, es decir,
2

k<_X'

Si A es grande en valor absoluto, k tiene que ser muy pequeno. El mismo efecto podemos observar
con el método (3.15). La solucion exacta (3.14) satisface limy_, u(x,t) = 0. Usamos la base
ortonormal de R”~! de vectores propios de Ay, con autovalores Aj, y notamos

n—1

luh I3 = [1(1 — kAR w3 =Y (1~ kA)*ad.
j=1

Notamos que para HgfLHg — 0, es necesario |1 — kA;| < 1 para todos los autovalores de Ay,.

Lema 74. Los autovalores de A;, € RM=Dx(n=1) gop

2
)\j:ﬁ(l—cos(jwh)), j=1,...n—1

Proof. Sea u; € R(™=1) dado por u; = sin(jrhk). Entonces, para 2 <k <n —2,

1
(Ahyj)k = 2 [—Mj,k—1 + 2Mj,k - Qj,k-i—l]

72 [—sin (jmhk — jmh) + 2sin(jmhk) — sin(jmhk + jrh)]
— % [—2sin(jmhk) cos(jmh) + 2sin(jrhk)].

Los casos k =1y k =n — 1 siguen de la misma manera. O
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La condicion |1 — kAj| < 1 se transforma entonces en

k 2 N
[ 2[1 —cos (w(n—1)/n)] ~ 2

—_

En la practica, eso significa k < h?/2, es decir, estabilidad de método explicito exige que la
resoluciéon temporal tiene que ser el cuadrado de la resolucién espacial.
Para establecer una teoria de convergencia, consideramos esquemas de la forma

U?L = [uolay,,
l (-1 l—1 (316)
up, = Qpru,  +g -, paral>1

Definiciéon 75 (Consistencia y Estabilidad). Sean h,k > 0 y Qp : U, — Up una aplicacion
lineal.

(1) Se dice que el método es consistente con 0y — A de orden (p1,p2) € N? para u, si eriste
una constante C. > 0 tal que para el error de truncamiento

= [u(te))o, — Qualulti)lo, —¢", 1<L<m,
se tiene

ax 7%, < Cek(hP* 4 kP2).

(2) Se dice que el método es estable, si existe una constante M > 0 tal que

max Q) kllec < M,

=Ly
con la norma inducida

Aup |00
Al = sup 1A e
up€UR ||uh||007ﬂh

O

Teorema 76 (Lax-Richtmyer). Sea el método (3.16) consistente con 0y — A de orden (p1,p2)
para u y estable. Entonces, el método es convergente de orden (pi,p2), es decir

max uf, — [u(te)]oy e, < COP + k7).

Proof. Definimos e’ := [u(ty)]q, — uf el error al tiempo t,. Entonces e’ = 0 y para £ > 1
e = [u(te)la, — Quiuy, ' — g
= [u(to)la, + Qn ([ulte0la, — ™) = Qualulte-)la, — g

= Qnre ™+ 7"
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Concluimos

€ _ZQhkT ‘7

y tomando normas

-1
e oo, < DM@ lloo - 1T llooi0, < MmCek(WP' + kP2) = MTCo(hP* + kP?).
j=0

Vamos a analizar los dos métodos de Euler.

(1) Euler explicito: Dado que

up = uy R Apuy ) = (L4 kAR, 4 R

el Euler explicito es de la forma (3.16) con Qpp =1+ kA, y g1 = k:fﬁ_l. Para analizar

el error de truncamiento notamos que si Uzzz, € C(§2 X J), entonces
[AR[u(te1)]a, — [Au(te1)]oy,les, < C1R%
y si uy € C(Q x J), entonces

I(Tutoley, — lute-1)]a,)/k = [Orulte-1)]ay o0, < Cok.

Concluimos

17 oo = Nult)la, — 1+ kAR [ute—1)la, — kfy oo,
< u(to)le, — [ute—1)la, — klAu(ti—1)la, — kfy oo, + Cikh®
= [[fu(te)la, — [u(te-1)]a, — klBiu(te—1)]o, llso.0, + Crkh”
< Cok? + C1kh? < max(Cy, Co)k(h? + k),

es decir, el método es consistente de orden (2,1). Para analizar la estabilidad, notamos
que si v, € Uy, entonces

-2 1 1—-2r r
1 -2 1 T 1—-2r r
- Up = Uhs
1 -2 1 r 1-—2r r
1 -2 r 1—2r

Qn kv = vp + 72
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donde r = % Notamos que para A € R=Dx(=1) ge tiene
n—1
Ao = _max_ 3™ A4l
k=0

Concluimos que ||Qp kllooc = |1 — 27| 4+ 2r, y 0 <7 < 1/2 implica ||Qp kl|cc < 1, es decir,

Q0 klloe < 1Qnklls% < 1°=1.

Corolario 77. Si Ugpze,uy € C(QU X J) y % < %, entonces el método de Euler explicito
es convergente de orden (2,1). O

Euler implicito: Este método se define por
(I — kAp)ul, = uh Yykff, o e=1,...,m.
Notamos que
1+2r —r
- 14+2r —r
I — kA, = ’

—r 14+ 2r —r
—r 14 2r

donde r = Eg Concluimos que I — kAj, es diagonal dominante y por lo tanto invertible.
Concluimos que el método se puede escribir como

upy = (I —kAp) 'l P+ k(I — kAT, C=1,...,m,

es decir, en la forma (3.16) con Qpr = (I —kAp) Ly ¢" 1 = k(I —kA,) "1 ff. Analizemos
primero la estabilidad. Si wp, = Qp vy, entonces vy, = (I — kAp)wy,. Supongamos que
lwplloo = wp; con 1 < i < n—1, entonces (1 + 2r)wp; — r(Whi—1 — Whit1) = Uhi, ¥
concluimos

Vh,i < 2r

1+2r ~1+2r 1h]loo-

[whlloo = wh,i = (Whi—1 +whi1) + |wh [l +

T 1
14 2r 14 2r

Es decir,
|whlloo < [[Vnlloo, o bien ”Qh,k”oo <1l

Como antes, concluimos que el método es estable con constante M = 1. Para analizar la
consistencia, consideramos

= (I — kAT = (I — kAR [ut)]q, — [ulte—1)la, — kLf (t)]ay,
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y como en el caso del Euler explicito se demuestra, usando Taylor, que ||7¢||oc < Ck(h%+k).

Usando la estabilidad, concluimos
17800 = 1Qn k700 < |7 ]loe < CE(R? + k),

es decir, el método es consistente de orden (2,1).

Corolario 78. Si uzyqe,uy € C( x J), entonces el método de Euler implicito es conver-

gente de orden (2,1).

0

Para obtener un método que es de orden (2,2), necesitaremos aproximar la derivada temporal

por una diferencia de segundo orden. La primera idea sera

U(ZE, tf-i—l) - U($, 2(:Z—l)

&U

Esta aproximaciéon tiene dos desventajas: primero, tenemos que tener en memoria los valores de
up, en dos tiempos, es decir, el costo de almacenamiento es el doble comparado con los métodos
de Euler. Segundo, no es tan claro como empezar el método. Para evitar eso, introduciremos los

tiempos ty_1/9 1=ty — k/2 y aproximaremos

0 w(x, tp) — u(x, ty_
Eu($atf—1/2)% ( Z) k( l 1).

Para la parte espacial de la EDP escribiremos

u(wj_1,t—1/2) — 2u(xj, te—1/2) +u(xjr1,te—1/2)
12

Au(zj, tg_y ) ~

Para evitar de tener que calcular valores de uy, en t,_1/2, usaremos otra aproximacion

’LL(QZ‘], tf-i—l) + u(ﬂj‘% 2(:Z—l)
D) s

u(zj, te_1/2) =
y asi llegamos al método de Crank-Nicolson,

B ‘ 0. e -1 -1, . 0-1
uf — uﬁ ! (Uj_1 — 2u; + “j+1> + (“j—l —2u; T+ uj+1> 12
ko 2h2 =i
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Chapter 4

Métodos multigrid

Dada f:(0,1) — R, consideramos el problema

—"(z) = f(x) para todo x € Q := (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

En el capitulo anterior hemos desarollado métodos de diferencias finitas sobre mallas
Qp={h,2h,...,(n—1)h=1—h}

con resolucién h = n~', que consisten en la resolucion del sistema lineal

Apup = fn, (4.1)
O sea
2 -1
-1 2 -1 Up,1 Iri
1 -1 2 -1 Up2 fn2
ﬁ . . . . . = . ’
-1 2 -1 Uh,n—1 fh,n—l
-1 2

donde f5; = f(x;) = f(jh). Vamos a resolver el sistema (4.1) con el método amortiguado de
Jacobi. El método amortiguado de Jacobi es un método iterativo: dado una amortiguacion w, a

. C 0 _ . 1) (2 .,
partir de un vector inicial ué) € R*! calculamos una sucesion ué ), ué ), ... através de

w_thugﬂH) = (w_th — Ah)ugﬂ) + fn,
donde Dy, es la parte diagonal de Aj. Notamos

uglkﬂ) = ugk) - wD;l(Ahuglk) — fn)-

85
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Sabemos que el método de Jacobi converge si y solo si ngl(w_th —Ap) =1, — nglAh
cumple con

p([h — nglAh) < 1.
Lema 79. Los valores propios de Iy, — nglAh son
Mg =1—2wsin?(krh/2), k=1,...,n—1,

y los vectores propios asociados son

sin(kmh)
sin(2k7h)
Wh,k = :
sin((n — 1)kmh)
En particular, el método de Jacobi converge. [l

Se puede mostrar que el parametro de amortiguacién w > 0 optimal es

Wopt = argmin p(I;, — nglAh) =1,
w>0

y el orden de convergencia en este caso es
p(In, — D, ' Ay) = 1 — 2sin®(7h/2).

Sin embargo, nuestro objetivo no es optimizar el orden de convergencia, asi que sigamos usando

un parametro de amortiguacion w. Los vectores propios wp con 5 < k < n — 1 se llaman

frecuencias altas, mientras los con 1 < k < § se llaman frecuencias bajas.
Sea Gy, = I, — nglAh. La solucion exacta uy, de (4.1) satisface
Ghun = up, —wD; ' fi,
y por lo tanto vemos
k k _ E-+1
Gh(ug) —up) = Ghué) —uh+th1fh :ugl ) — up,
o bien

(k)

uy’ — up = Gﬁ(ugo)

—up).
Consideramos dos casos extremos.

(k)

(i) El error inicial es de frecuencia muy baja, u?l — up = wp,1. Entonces u,’ — up = )\ﬁ L Wh,1,
y concluimos que

Huék) —upll = (9()\2’1) =(1-2w Sin2(ﬂ'h/2))k
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(k) —

(ii) El error inicial es de frecuencia muy alta, u?l — Up = Wppu—1. Entonces u,” — up =
)\fl n—1Wh.n—1, y concluimos que

. k
Huglk) —up| = O(Afm_l) = (1-2w sin?(7(n — Dh/2))".

Vemos que si usamos w = 1/2, entonces un error inicial de frecuencia muy baja se reduce por
un factor ~ 1 en cada paso (y eso define el orden bajo de convergencia asintética), mientras un
error inicial de frecuencia muy alta se reduce por un factor ~ 0 en cada paso.

Segun Lema 79, la matriz G, € R(M=Dx(n=1) tjene n — 1 valores propios distintos, por lo tanto
es diagonalizable y los vectores propios wp, 1, ... wp p—1 son una base de R"~1. Si expresamos el

o (0) _ n—1
error inicial en esta base, u;,” —uj, = 17} ajwy, ;, entonces vemos

n—1

(k) k

uy, —uh:E aj)‘h,jwh,j'
Jj=1

Generalizando los casos extremos de arriba, vemos que A, ; < 1/2 para las frecuencias altas,

(k)

mientras Ap ; > 1/2 para las frecuencias bajas. En otras palabras, aunque el error u, ’ — uj, no

- 0 ) .
es mas pequeno que ugl) — up, seguramente es mas suave. Por lo tanto, el método de Jacobi
amortiguado en este contexto se llama iteracion suavizante. Despues de un par de pasos de una
iteracion suavizante, el error no se ha reducido mucho, pero es mas suave, y deberiamos seguir

con otra iteracion que tenga el efecto contrario, es decir, que reduzca rapidamente errores suaves.

(k)

Obviamente, no tenemos acceso al error suave Uy, ~ — Up, PETO notamos que
k k
Ah(ug ) - uh) = Ahugl ) — fh. (4.2)

(k)

Es decir, el error suave u; ~ — uy, resuelve el mismo sistema lineal con un lado derecho conocido.
Sin embargo, al ser suave, el error suave puede representarse también sobre una malla con una
resolucién menor. Eso es la idea del método multigrid.

4.1 El método two-grid

La idea del método two-grid es reducir (4.2) a una malla de resolucion 2h. Por lo tanto, supong-
amos que ng € N, n; = 2ng, y hy = nz_l, y

Qp :={hg,2hg, ..., (ng— )hy =1 — hy}

(0)

dos mallas. Sea u; " € R™~! un vector inicial, y

1
=l = Lol - )
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(k)

la iteracion de Jacobi amortiguado sobre la malla fina ;. Sea u;” la iteracién despues de k
pasos. Para reducir el sistema (4.2) a la malla gruesa {2y, introduciremos una transformacion
lineal, el operador de restriccion, I : R™~1 — R?0~1 La opciéon mas simple es

(Il,oul)($j) = ul(:nj) para r; € Qo,
O S€ea
01 00 ... 0
Lo=|00 01 0

Sin embargo, esta restriccion pierde informacion. Una restriccinio mas adecuada sera

ur(z; — ha) + 2ui(z)) + wi(z + hy)

(I1,0u1)(z;) = 1 .




