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Chapter 1

Introduccion a elementos finitos

Sea P un operador diferencial. Si queremos aproximar la solucion u de la ecuacion diferencial

parcial (EDP)
(Pu)(z) = f(z) para todo xz € Q (1.1)

usando una computadora, entonces tenemos que discretizar la ecuacion, es decir, transformarla
en un sistema

Prup = fn. (1.2)

de una finita cantidad de ecuaciones. Sila EDP (1.1) es lineal en u, entonces el sistema (1.2) sera
lineal, es decir, Py, es una matriz, y para calcular el vector u; hay que resolver el dltimo sistema.
En el curso Andlisis numérico II conocimos un método de discretizacion, las diferencias finitas,
donde la idea es simplemente reemplazar las derivadas en P por cocientes - en otras palabras,
se discretiza el operador P. FEn el presente curso vamos a conocer un método mas avanzado
de discretizacion, el método de elementos finitos (FEM en inglés, finite element method). Este
método es muy comun en diferentes ambitos, y su popularidad se basa en lo siguiente.

1. Es muy flexibile con respecto a la geometria 2. El método de diferencias finitas presenta
varios problemas si 2 no tiene estructura tensorial. Con FEM se puede discretizar geome-
trias mas complejas sin problema.

2. Se basa en formulaciones variacionales, respectivamente minimizacion de energias. Hs
decir, tiene sentido fisico.

3. Su analisis matemaético se basa en anélisis funcional y se aplica a situaciones reales, en
comparaciéon con otros métodos de discretizacion.

El objetivo de este curso es entregar el analisis matematico para elementos finitos y los bésicos
de implementacion.

Anotamos puntos en R% como z = (T1,...,2q) € R?. Para una, dos, o tres dimensiones usarémos
también a veces la notacion x, (x,y), v (x,y, z) si es mas comoda.
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1.1 La formulacién fuerte y la formulacién variacional

Vamos a considerar el prototipo de una EDP eliptica, la ecuacion de Poisson con condiciones
de frontera Dirichlet y Neumann. Sea © C R? un dominio abierto con frontera I' := 9 con
vector normal n mirando hacia afuera. Descomponemos I' en dos partes disyuntos I'p NT'y = ()
y relativamente abiertos I' = I'p UTy. Dadas dos funciones f: Q2 =+ Ry ¢ : 'y — R, estamos
buscando una funcién u : Q — R tal que

—Au(z) = f(z) paratodo xz € Q,
u(z) =0 para todo x € I'p (1.3)
Ou/on(x) = ¢(x) para todo x € T'y,

donde

Q
o

<

4 0%
Au(e) = 3 S5 (@)
j=1""7
es el Laplaciano de u. La formulacion (1.3) se llama formulacién fuerte del problema de valor
de frontera. Para dar sentido a (1.3), es decir solo para verificar si una funcion u es solucion
de (1.3), necesitamos précticamente u € C?(€2), donde

Cr Q) = {w Q—->R|lwe C’k(Rd)} .
Si u € C?(Q) resuelve (1.3), entonces se dice que u es una solucién fuerte.

Pensamos un segundo en la ecuacién de transporte

Ju  Ou

oz ot
Es obvio que para cualquier funciéon diferenciable f : R — R, una solucién de la ecuacion de
transporte es ug(x,t) = f(r —t), es decir, la funcion f se traslada a lo largo del eje x si corre
el tiempo. Para que uy sea una solucién fuerte, necesitamos que f sea diferenciable. Pensamos
ahora en una funcién no diferenciable g : R — R y definimos uy(x,t) := g(x — t), entonces
u representa la funcién g que se traslada a lo largo del eje x si corre el tiempo. Es decir, u,
recupera el sentido fisico de la ecuacion, pero ain asi no puede ser solucion fuerte, pues, g no
es diferenciable, y por lo tanto tampoco u,. Este ejemplo indica que es necesario generalizar el
concepto de solucién.

=0

Para generalizar el concepto de solucion para (1.3) recordamos la formula de integracion por
parte

/Q%Uda: + /Qu 68_;; dr = /Fuv”j ds;  para todo u,v € C'(Q), (1.4)
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donde n; es la componente j del vector normal n. Ahora sea u € C%(Q2) una solucién fuerte
de (1.3). Sea v € C1(f2), donde

C’D —{weC’1 )\w\pD—O},

entonces calculamos, usando (1.4),

ou av ou
/vadzn——/ (Au)vdx = — Z/ 2vd:13 ( 8%8% —/F%jvnjds>
:/Vu'Vvdx—/a—uvds.
9] p(?n

Recordamos que, segtn (1.3), du/On = ¢ sobre I'y. Ademas v = 0 sobre I'p. Es decir, llegamos
al siguiente resultado.

Proposition 1. Sea u € C?(Q) solucion fuerte de (1.3). Entonces

/Vu-Vvdx:/fvdx+/ pvds  para todo v € CH(Q). (1.5)
Q Q I'n

0

Una funcién u que satisface (1.5) se llama solucién variacional o soluciéon débil. En vez de
pedir que u satisface la EDP en cada punto, se pide que u satisface la EDP en un sentido prome-
dio, y las funciones v las podemos entender como pesos. Cada soluciéon fuerte es una soluciéon
variacional, es decir, el concepto de soluciéon variacional es una generalizaciéon del concepto de
solucion fuerte.

Ahora podemos introducir una primera version de una formulacién variacional: buscar u €
e
CpH () tal que

/Vu-Vvda::/fvda:+/ ¢vds para todo v € ChH(Q). (1.6)
Q Q I'n

1.2 Resolucion de la formulacion variacional

El proceso de resolver la formulacion variacional (1.6) se basa en argumentos de anéalisis funcional.

Teorema 2. (Teorema de representacion de Riesz) Sea H un espacio de Hilbert con producto
interno (-,-)g. Entonces, la aplicacion de Riesz

; '{H—>H/
e ur (v (u,v)g)
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es lineal, una isometria, y biyectiva. En particular, para cada funciondl lineal F € H' existe
unico uw € H tal que

(u,v)g = F(v) para todo v € H,
y llulle = 1F|z- O

Veamos si el teorema de representacion de Riesz se puede aplicar para resolver nuestra formu-
lacion variacional (1.6). Por ahora, supongamos que I'y = (). El lado izquierdo

u, v — (u,v) Z:/V’U,'V?}dx
Q

es un producto interno para CE (€2): es lineal en cada argumento y simétrico. Ademas, es definida
positiva, pues 0 = (u,u) = HVuH%Q(Q) implica que Vu = 0, es decir, v es una constante. Dado
que u = 0 sobre I', concluimos que v = 0. El lado derecho

F(v) = / fvdx
Q
de (1.6) es un funcionél lineal. Segin Holder,

E) < 1 fll2llvll 2 @)-

Para mostrar que la continuidad de F' en la norma inducida por el producto interno (-,-),
necesitaremos el siguiente resultado, que vamos a demostar solo para Q = [a,b] X [¢,d] un
rectangulo en R2.

Lema 3. (Desigualdad de Poincaré) Sea Q2 = [a,b] X [c,d]. Entonces
HUHLZ(Q) < diam(Q)”quLZ(Q) para todo u € C})(ﬁ).
Proof. Laboratorio. O
Usando la Desigualdad de Poincaré, concluimos
[F(v)| < diam(Q)|[ £ 2(e) [ Vull 2(0),
es decir, el funcional F' es continuo con norma dual
[1F]] = diam(Q)[ [ £2(0)-

Aun asi, el teorema de representacion de Riesz no se aplica, pues, Cll) (©2) asociado con la norma
[Vl 2(q) no es completo.
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El remedio es considerar la complecion de CL(Q) con respecto a la norma [[Vul[j2(q). Asi
obtenemos un espacio de Hilbert que se denota por H&(Q) Eso nos lleva a los espacios de
Sobolev en el capitulo 3. Nuestra formulacién variacional se lee entonces

hallar € H}(Q) tal que / Vu-Vudr = / fudr  para todo v € H}(Q). (1.7)
Q Q

Se puede demostrar que el lado izquierdo es un producto interno en H&(Q), y el lado derecho
es un funcional lineal continuo. Por lo tanto, el teorema de representacion de Riesz se aplica y
garantiza tnica solucién u € H}(2) de la formulacién variacional (1.7).

FEM es una técnica de discretizacion para aproximar soluciones a formulaciones variacionales,
como por ejemplo (1.7). La idea es reemplazar el espacio de Sobolev H&(Q) por un espacio
discreto, es decir, de dimension finita.
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1.3 Elementos finitos en una dimension

En esta seccién vamos a presentar FEM para la discretizacion de (1.7) en el caso d = 1. Sin
perdida de generalidad supongamos que Q2 = (0,1). La formulaciéon variacional se lee entonces
1 1
hallar v € H}(Q) tal que / o (z)v (x) do = / f(z)v(x)de para todo v € HL(RQ).
0 0
(1.8)
Para discretizar, descomponemos © = (0,1) en n + 1 subintervalos (z;,;41),
0=a0< 21 <~~<xn<xn+1:1.

Los z; se llaman nodos, y los subintervalos K := (z;,xj4+1) se llaman elementos. El conjunto de
todos los elementos se llama malla T := {K; | j =0,...,n}. Cada elemento tiene una longitud
asociada hgx;, = z;4+1 — xj, y h = maxger hi representa la resolucion global de la malla. El
espacio discreto que vamos a usar es el espacio de funciones continuas, afines a trozos

SYT) :=={u e CQ) | ulk, € Py para todo K € T},

donde Py es el espacio de polinomios de grado k& € N. Para j = 0,...,n + 1 definimos las
funciones techo

T w e (wjo, ),
pj(r) =9 2H5= ze (T, 2541),
0 en el caso contrario.
Se puede mostrar que S!(7) = span {¢j |j=0,...,n+1}. Para incorporar las condiciones de

frontera, definimos
So(T) = {u e ST) | u(0) = u(1) = 0}.

Se puede mostrar que S§(7T) = span{p; | j =1,...,n}. Ademés, S}(T) es un subespacio de
H}(Q). El método de elementos finitos consiste en reemplazar el espacio de dimension infinita
HE () en la formulacién variacional (1.8) por el espacio de dimension finita S§(7):

1 1
hallar uj, € S§(T) tal que / up (z)vy,(x) do = / f(x)vp(z)dz  para todo vy € SE(T).
0 0
(1.9)

Todavia no sabemos como entender la integral de las derivadas de arriba, pues, estrictamente
no estd bien definida la derivada de una funcién en S§(7). Por ahora pensamos en la integral
izquierda de arriba como una suma de integrales sobre los elementos. Notamos que S& (T) es
un subespacio de dimension finita de H&(Q), y por lo tanto un espacio de Hilbert. Es decir, el
teorema de representacion de Riesz implica que (1.9) tiene tinica solucion uy, € Sg(T).
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1.3.1 Implementacion de elementos finitos en una dimension

Notamos que (1.9) es un sistema de ecuaciones lineales. Primero, por la linealidad de las dos
integrales con respecto a vy, concluimos que (1.9) es equivalente a

1 1
hallar uy, € Sg(T) tal que / up, (2) ) (z) de = / f(x)pp(z)dx  paratodo k=1,...,n.
0 0

Segundo, si escribimos uj, = Z;L:1 u;p; con u € R", entonces llegamos a

n 1 1
Zuj/ o (x)pyp () do = / f(x)pg(z)dx paratodo k=1,... n.
sl 0 0
Definimos la matriz A € R™*" y el vector b € R™ por

1 1
A= /0 i (x)pp(z) dz, by, = /0 f(@)pp(x) da,
entonces concluimos que (1.9) es equivalente a

hallar u € R" tal que Au = b. (1.10)

Los problemas (1.9) y (1.10) son equivalentes, y la solucion uy, de (1.9) y la solucion u del dltimo
sistema lineal estan relacionados como indicado antes, up = Z;‘L:I u;p;. Se puede ver directa-
mente que A es invertible: por definicién es simétrica, y con la identificacion u, = Z?:l u;p;
calculamos
n 1
u'Au= Z u Ay ju; = /0 (u},)*(x) dx = ||u;LH%z(Q)
Jk=1

Es decir, u" Au = 0 si y solo si [|u}, || 12¢) = 0, lo que significa que uj, es una constante. Dado
que up es zero en los extremos de €2, uj, tiene que ser zero, es decir, u = 0.

Para determinar la solucién de elementos finitos uj tenemos que fabricar primero la matriz
A € R™" y el vector b € R". Este proceso se llama ensamble. Podemos escribir

1 n Topa
A ¢=/0 Piphde = > /Ksog-sok dw:Z/ @l da, (1.11)
=0 "%

KeT

y notamos lo siguiente.

e La matriz A es tridiagonal, es decir Ay, ; = 0 para |k—j| > 1. Eso reduce considerablemente
la memoria: en vez de guardar n? elementos necesitamos guardar solamente n +2(n — 1) =
3n — 2. Eso se puede reducir aun mas a 2n — 1 tomando en cuenta que A es simétrica. En
general, matrices de elementos finitos son ralas (sparse en inglés), es decir, el namero de
los elementos no zeros es del orden del tamano de la matriz.
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e En (1.11) hay que pasar por tres bucles, sobre j, k, y £. En general se puede recorrer los
bucles en cualquier orden, pero en la practica se ensembla por elementos, es decir, el bucle
sobre los elementos (sobre ¢) es el bucle exterior. Entonces los bucles interiores j, k pueden
correr solamente sobre {¢,¢ + 1}.

Obtenemos el siguiente pseudo-algoritmo.
Algorithm 1: Ensamble

Input: malla 7 = {Ky, K1, ..., K,}

A=0b=0;

for K, € T do

for je{l,t+1},j¢{0,n+1} do

for ke {{,0+1},k ¢ {0,n+1} do

‘ A=A+ [0 P de

Ty

end
bj = bj + f;l+1 fcpj dx

L

end

© o N e ;A W N

end
Output: matriz A, vector b.

En el altimo algoritmo, las integrales para caluclar A se pueden calcular exactamente, mientras
las integrales para calcular b se tienen que calcular con integraciéon numeérica.
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1.3.2 Analisis a priori

Ya que tenemos solucién tnica u € H&(Q) y nuestro problema y una aproximacion
up € S& (T) de elementos finitos, nos interesa el comportamiento del error e, := u — uy; con
respecto a la resolucion h de la malla. Vamos a usar la notacion

1 1
a(u,v) ::/ o' (z) () dz,  f(v) ::/ f(z)v(z) dx.
0 0
Las funciones u y uy, estan caracterizadas por

a(u,v) = f(v) para todo v € H(Q),
a(up,vy) = f(vp)  para todo vy, € SE(T).

Particularmente, dado que S& (T) C H&(Q), podemos restringir la primera ecuacion a funciones
discretas y restar la segunda, y concluimos

a(u — up,vp) = alu,vp) — alup,vy) =0  para todo vy, € SE(T). (1.12)

Esta ultima identidad se llama ortogonalidad de Galerkin: La forma bilineal a es un producto
interno en un espacio de Hilbert, y el error u —uy, es ortogonal al subespacio S& (7). Por lo tanto,

Il(u — Uh)/”2L2(Q) = a(u —up,u —up) = a(u — up, u) — alu — up, up)
= CL(’LL — Up, U) - a(u — Up, Uh) = a(u — Up, U — Uh)

< I(u = un)'ll 2l (w = va) llz20)  para todo vy, € SH(T).

En otras palabras, la soluciéon de elementos finitos uy, es la mejor aproximacion a u en el espacio
S&(T) si se mide el error en la norma inducida por el product interno a,

u—up) < inf u—uvp) ) 1.13
I( )2 @) < e II( )2 (1.13)

Para cuantificar el infimo al lado derecho en terminos de h, vamos a construir un vj, especifico.
Por ahora vamos a usar el interpolador nodal

{C(ﬁ) — SYT)
I :

1
i Y00 ul;)e.

Lema 4. Sea u € C*(Q). Entonces existe una constante C > 0 tal que para cada malla T con
resolucion h > 0 se tiene

I — Tnul32 ) + B2 (u — Tyu) 1320y < CHY[U" ][22 .
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Proof. Primero notamos que para una funcién v se tiene
2 2
[l = 3 Mol
KeT

Sea K = (xy,m¢4+1) un elemento. Entonces (u — Ipu)(xy) = (u — Ipu)(zey1) = 0. Por el
teorema de Rolle existe un & 6 K tal que (v — Ipu)'(§) = 0, y concluimos para cada z € K
(u — Iyu)'( fg — Inhu)” fg u”(s)ds, y por Cauchy-Schwarz |(u — Inu) (z)| <

% ||u”||L2(K . Concluimos

1w = Tnw) 132000y < BRI 13200y < P20 (132 0)-

Para acotar el error en L%, notamos que para x € K se tiene (u — [yu)(z) = f;e (u— Ipu)(s)ds,

y por lo tanto, usando la cota anterior,
2 2 2 4 2
[u —IhUHL2(K) < il (u — Tpu) ||L2(K < Rl HL2(K) <h Hu//HL?(K)
Sumando sobre todos los elementos K € T obtenemos el resultado con C = 2. O

Corolario 5. Sea u € C?*(Q) solucion de (1.8). Sea T wuna malla con resolucion h > 0 y
up, € SY(T) solucion de elementos finitos (1.9). Entonces existe una constante C > 0 que no
depende de T, tal que

lu = unllreg) + 1w = un)'ll20) < Chllu"|| -

Proof. Mas adelante vamos a ver que si u € H}(€2) N C?(€2), entonces u = 0 en I'. Por lo tanto,
Iyu € S§(T), y por (1.13) y el Lema 4,

I —up)llze@) < inf [l(w—vn)llz2() < [(w—Inw) ll2@) < Chllu”|| 20
thSO(T)

s Para acotar la norma en L%, notamos que u — uy, € H}(2). Dado que Hg(Q) es la complecion
de C}(€2), conlcuimos que la desigualdad de Poincaré aplica a funciones en Hg (€2), y por lo tanto

Ju = unllr2) < l(w = un) |l L2()-



Chapter 2

Elementos finitos abstractos

2.1 Andalisis funcional de formulaciones variacionales

El método de elementos finitos se puede entender en un nivel mas abstracto. Vamos a recordar

un par de conceptos.

e Si X es un espacio vectorial sobre el campo de escalares R, entonces una funcion || - || :
X — R se llama norma y (X, | - ||) espacio normado, si

(i
(ii

) |lz|| > 0 para todo z € X,
)

(iii) ||Az|| = |A| - |||l para todo z € X y A € K,
)

|z|| = 0siy solosiz=0,

(iv) [lz +yl < llz[ + |yl para todo z,y € X.

Un espacio normado se llama completo, si cada sucesion de Cauchy converge a un elemento
de X. Espacios normados y completos se llaman espacios de Banach.

e Una funcion f: X — R se llama funcional lineal, si
flu+aw) = f(u) + af(w) paratodo u,w € X, € R,
y continua si existe una constante C'y > 0 tal que
()] < Crllvllx.

El espacio dual X’ := {f : X — R | f lineal y continua} es un espacio de Banach con norma

”f”X’ = sup ‘f(.%')‘

0#veX HUHX .

15
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e Una funcion a : X x X — R se llama forma bilineal si para todo w € X
v a(v,w)  y v a(w,v)

son lineales. Una forma bilineal a se llama simétrica, si a(v,w) = a(w,v) para todo
v,w € X, y producto interno si es simétrica y a(v,v) > 0 para todo v € X y a(v,v) =
0 = v = 0. Un producto interno a induce una norma ||v||x := y/a(v,v). Si el espacio X
es completo con esta norma, entonces se llama espacio de Hilbert. Tenemos la desigualdad
de Cauchy-Schwarz

|a(u, v)] < flullxlvllx-
Una forma bilineal a se llama continua, si existe un M > 0 tal que
la(u,v)| < M||ul|x||v]|x para todo u,v € X. (2.1)
Una forma bilineal a se llama eliptica, si existe un « > 0 tal que

allull¥% < a(u,u) para todo u € X. (2.2)

Vamos a considerar ahora el problema variacional abstracto de
hallar v € X tal que a(u,v) = f(v) paratodo v € X. (2.3)

En el caso de que a(u,v) = (u,v)x el producto interno en X, el teorema de Riesz garantiza que
el altimo problema esta bien puesto, es decir, tiene tinica soluciéon que depende continuamente
de los datos. El proximo resultado generaliza las condiciones para que el problema (2.3) sea bien
puesto.

Teorema 6. (Lema de Laxz-Milgram) Sea X un espacio de Hilbert, a : X x X — R una forma
bilineal continua con constante M (2.1) y eliptica con constante o (2.2). Sea f € X'. Entonces,
el problema varacional

hallar w € X tal que a(u,v) = f(v)  para todo v € X (2.4)

tiene unica solucion u € X que depende continuamente de los datos,

1
Jullx < —=[IFllx
(7

Proof. Definimos un operador lineal A : V' — V' por (Au)(v) := a(u,v). El operador A esta
bien definido, pues, para u € V es obvio que Au es un elemento de V' por las propiedades de la
forma bilineal a. El problema (2.4) se lee entonces

hallar v € X tal que Au = f.
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Sea Iy : X — X' la aplicacion del Teorema 2 de representaciéon de Riesz, entonces podemos
reescribir el problema (2.4) atn mas por

hallar v € X tal que I)_(lAu = I)_(lf.
En forma de punto fijo, el taltimo problema se lee con cualquier p > 0
hallar v € X tal que u=u—ply (Au— f).

Para demostrar que el ultimo problema tiene tinica solucién, vamos a aplicar el teorema de punto
fijo de Banach. Falta entonces verificar que para algin p > 0, la aplicaciéon

T X=X
- uHu—pI)}l(Au—f)

es una contraccion. Calculamos con z :=v — w

ITpv = Tywlx = v —w = pIx" Al — w)|% = llz — pIx' A%
= ||lzllx - 20(z, Ix" Ax)x + p*|[ 15" Azl%.

Ahota notamos que

(z, Ix" Az)x = (Az)(z) = a(z,2) < afz]k

||I§1A3:H§( = (I)_(IA:E,I)_(IA:E)X = a(m,I)_{lAaj) < M||xHX||I)_<1A3:HX,
lo que implica
115" Azl x < MP|2]|
Por lo tanto
10 = Tyl < o —wl3 (1 - pa+ p2M2).

Finalmente notamos que para p suficientemente pequefio, se tiene 1 — pa + p?M? € (0,1). La
dependencia continua de los datos se explica por la elipticiad de a,

aww) el SO

Jullx ~ wzo lollx  wzo lvllx

allullx <

O

Si la forma bilineal a es simetrica, entonces resolver una formulacion variacional es equivalente
a entcontrar el minimo de una energia.
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Lema 7. Sea X un espacio vectorial ya : X x X — R una forma bilineal simétrica con a(u,u) > 0
para todo 0 #u € X. Sea f: X — R un funional lineal. Definimos al energia

1

J(u) = §a(u,u) — f(u).

Entonces, u minimiza J si y solo si
a(u,v) = f(v)  para todo v € X.
Ademas, si la ultima formulacion variacional tiene una solucion, entonces es unica.

Proof. Supongamos que u minimiza J. Para v € X, la simetria de a implica para t € R

p(t) = J(u + tv) = J() + ¢ (a(u, v) — F(v)) + %t%(u,v),

con p un polinomio cuadratico que tiene un minimo en ¢t = 0. Por lo tanto, 0 = p'(0) =
a(u,v) — f(v). Concluimos

a(u,v) = f(v) paratodo v € X.

Si u € X es solucion de la formulacion variacional, entonces
1
J(u+wv)=J(u)+ ia(v,v) > J(u) paratodo 0#v €V,

es decir, © minimiza la energia. Por ultimo, sean wuy,us dos soluciones de la formulacién varia-
cional, entonces a(u; — ug,v) = 0 para todo v € X, lo que implica a(u; — ug,u; —uz) = 0. La
condicién de positividad de a implica entonces u; — ug = 0. O

Lema 8. Sea X Hilbert, a: X x X — R una forma bilineal continua, eliptica, y simétrica. Sea
feX y0#UC X un subconjunto cerrado y convexo. Entonces, la energia

J: {U%iR
u = sa(u,u) — f(u)

alcanza su minimo, y el minimo es unico.

Proof. La elipticida de a implica

T i

o 1 2
Iw) = 2olk ~ b lollx = 5 (allolx — 1) - 120 > I

2c

Es decir, J esta acotada por abajo. Sea M := inf,cpr J(v) v (v,)22, una sucesion en U con
J(v,) — M. Calculamos

allvy, — vm||§< < a(Vy = Vmy Uy — V) = 2a(vp, Up) + 26(Vmy Vi) — a(vy, + Uy, U + Upy)
Un, —I—Um)

=4J(vy) + 4J (V) — 8J( 5
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Dado que U es convexo, concluimos % € U y por lo tanto
allvy — vml[% < 4J(vy) 4+ 4T (vm) —8M — 0 para n,m — oo.

Entonces (v,)5; es Cauchy, y tiene limite u € X. Dado que U es cerrado, tenemos u € U, y
por la continuidad de J

J(u) = lim J(v,) =M = inf J(U).

n— 00 vel

Si ui,us € U son dos elementos donde J alcanza su minimo. Definimos una sucesién por
(uq,ug,uy,us,...). Obviamente, la energia de esta sucesion es M, y por lo de arriba la sucesion
converge. Eso implica u; = us. O

2.2 El método de Galerkin
Ahora sea X;, C X un subespacio cerrado de X. En particular, si X} es de dimension finita,
entonces esté cerrado. El lema de Lax-Milgram también aplica para X, y asi garantiza tnica
solucién up, € X, tal que

a(up,vy) = f(vy) para todo v, € Xp,.
Esta técnica de discetizacion se llama método de Galerkin. Podemos definir un funcional

Gy : X — X,
donde
a(Gpu,vy) = a(u,vy) para todo v, € Xp,.

En otras palabras, Gy, se caracteriza por la ortogonalidad de Galerkin

a(u — Gpu,v,) =0  para todo vy, € Xp,. (2.5)

El primer resultado nos dice que Gy, es una proyeccion, y que es continua independientemente
del espacio X}, que usamos.

Lema 9. Supongamos las condiciones de Teorema 6. Entonces, Gy : X — X}, es lineal, continuo

M
[Grullx < EHUHX’

y una proyeccion, es decir, Gpup = up para todo up € Xp.
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Proof. Obviamente, Gy, es lineal, pues, a lo es. Para la continuidad, usamos la elipticidad y
continuidad de a y la ortogonalidad (2.5)

a||Ghulk < a(Ghu, Gru) = au, Gru) < Mllul|x||Gpul|x -
Por la elipticidad de a y la ortogonalidad de Galerkin (2.5) concluimos, usando up — Gpuy, € Xp,
allup, — GhuhH%( < a(up, — Gpup,up, — Gpuy) =0,
por lo tanto uy, = Gpuy. O

Por el altimo resultado se llama Gy, la proyeccion de Galerkin. El siguiente resultado nos dice
que la proyeccion de Galerkin Gpu es, modulo constantes multiplicativos que no dependen de
X}, la mejor aproximacion de u en Xp,.

Lema 10. (Lema de Céa) Supongamos las condiciones de Teorema 6. Sea Xj, C X de dimension
finita. Entonces,

M
lu — Gpul|lx < — min ||u— v x-
o vpEX)

Proof. Por la elipticidad (2.2) de a, la ortogonalidad de Galerkin (2.5), y la continuidad (2.1) de

a concluimos
M
— Gpul|% < -
o~ Grullk < !

1
a(u — Gpu,u — Gpu) = aa(u — Gpu,u —vp) < lu — Gpru||x|ju — vl x

Q|+

para cada vy, € X}. Entonces podemos tomar el infimo sobre vy, € X;,. Dado que X, C X es de
dimension finita, el infimo se alcanza (por ejemplo por la proyeccion ortogonal de uw en Xp,). O

El parametro h > 0 sera la resolucion del espacio Xj, como en una dimension. Al final vamos a
usar h mas y mas pequeno para obtener una sucesion de soluciones discretas que convergen a la
solucion exacta u. Kl siguiente resultado muestra que esta sucesion converge si los espacios Xy,
aproximan bien un subespacio denso.

Proposition 11. Para h > 0 sea X C X un subespacio de dimension finita, y supongamos las
condiciones de Teorema 6. Sea D C X un subespacio denso con la propiedad

li i - =0 todo v € D.
Jim min lv —onllx para todo v

Entonces, para todo u € X, se tiene
lim ||lu — Gpul|x = 0.
A 0” h HX

Proof. tbc O



Chapter 3

Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev son espacios de funciones con cierta differenciabilidad e integrabili-
dad. Historicamente habian diferentes definiciones que resultaron iguales. Un conjunto abierto,
conexo, y acotado Q C R? lo llamamos dominio. Si a € N¢ y |af := Z;l:l o entonces usaremos
la siguiente notacién para derivadas

a (0% (6% (0% Q
0 f (@) = 5 f(w), 0°f(w) = 005" ... 04" f(w),
J
Definimos
CH(Q) == {f: Q2 — R | °f existe para todo 0 < |a| < k},
k(@) = {f:Q%R[feCk(Rd)},
C5o(Q2) :={f € C™(Q) | f tiene soporte compacto en 2} .
Es importante notar que el ultimo conjunto no es vacio. Efectivamente, se puede verificar que
el/(lxlz_l) x| < 17
o) = !
0 lz] > 1

satisface ¢ € C3°(f2) para cada dominio €2 que contiene la esfera unitaria. Con un traslado
y escalamiento adecuado se puede mostrar que para cada dominio abierto U C R? existe una
funcion positiva en C§°(U). Para un dominio € se define el conjunto de funciones localmente
integrables

L}.(Q) := {f:Q=R|fe LY(K) para todo K C Q compacto} .
Recordamos el siguiente resultado.
Teorema 12. (Teorema fundamental del calculo variacional) Sea u € L}, ().

(i) Si [qup =0 para todo ¢ € C3°(2), entonces u =0 casi en todas partes.

21
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(i) Si [oudjo =0 para todo ¢ € C3°(Q) y j =1,...,d, entonces existe una constante ¢ € R
tal que u = ¢ casi en todas partes.

Proof. thc

Para generalizar el concepto clasico de derivada, definimos lo siguiente.

Definicion 13. Sea Q C R? un dominio y u € L}, (Q). Se dice que u € L (Q) tiene una
a-ésima derivada parcial débil, si existe v € L, .(Q) tal que

/ ud%p = (—1)l! / vy para todo ¢ € C5°(§2).
Q Q

O
El siguiente resultado explica la definicion particular de derivada débil.
Corolario 14. Sea u € L}, ().
(i) Siwvy y ve son a-ésima derivadas debiles de u, entonces v = vy casi en todas partes.
(ii) Siu € Cl*N(Q), entonces 0°u es una a-ésima derivada débil de u.
(11i) Si Vu =0, entonces uw = ¢ casi en todas partes.
Proof. tbc. O

Por el tltimo resultado, podemos anotar la a-ésima derivada débil de u por 9%u.

Ejemplo 15. Sea Q = (—1,1) y f(x) = |z|. Entonces la derivada débil de f existe y

) = {—1 <1

1 x>1
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Ahora podemos definir los espacios de Sobolev.
Definicién 16. Sea Q C R? un dominio. Para k € Ny definimos el espacio vectorial
H*Q) = {ue L*(Q) | 9%u € L*(Q) para todo 0 < |a] < k}.
Un producto interno en HF(S) es
(u,v) e Z / 0%“udv,
lof <k
y este producto interno induce la norma
lullZn gy = D 10%ulF2(q)
o <k
Por definicion, H°(Q) = L*(Q). O
Teorema 17. El espacio H*(Q) es un espacio de Hilbert.

Proof. Vamos a usar el resultado conocido que L?(£2) es un espacio de Hilbert, y vamos a mostrar
el enunciado solo para m = 1. Obviamente, (-,-) 1 () es un producto interno, y falta solamente
mostrar que H'(Q) es completo. Sea entonces (u,)nen una sucesion de Cauchy en H'(Q). En
particular, (u,)nen ¥ (Vi )nen son sucesiones de Cauchy en L2(Q) y L2(Q)%. Por lo tanto,
Uup — uen L2(Q) y Vu, — g en L?(Q)?. Falta demostrar que g es el gradiente débil de u. Por

la continuidad del producto interno en L?*(2) obtenemos para cualquier ¢ € C§°(£2)

(u,0jp)12(0) = 1 (un, djp)r2() = lim —(jun, @)r2() = = (95, #)L2(0)-

Historicamente el espacio H¥() fue introducido como W¥(Q2), y

HH(Q) = {0 € 0(Q) | ol ey < o}

En 1964 se demostro en el paper con el titulo H=W de Meyers y Serrin que los dos espacios son
iguales.

Teorema 18 (Meyers y Serrin). Sea Q C R? abierto. Entonces

{ve C=@) |l @ < o}
es denso en HF(Q). O

Definimos

HE(©@) = {v € O | vl rs(@) < oo

Para definir trazas de funciones sobre la frontera, nos podemos preguntar si C*°(£2) es denso en
H*(Q). Eso obviamente no es cierto para el caso Q = (—1,0) U (0,1). Vamos a necesitar una
condicion adicional.
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3.1 Dominios Lipschitz

Recordamos que una funciéon ¢ : £ — R con (2 abierto se llama Lipschitz, si existe una constante
L > 0 tal que

6(z) — 6(y) < Liw —y|  para todo z,y € .

Definicion 19. Sea Q C R? un dominio con frontera T' = 0. Se dice que Q es Lipschitz, si
existen N dominios abiertos QU) y sistemas de coordenadas cartesianas (yi,...,yq) tal que

Q(]) = {(ylu"'ayd) ‘ —CL]E:]) < Yk < a’](gj)u k= 17”’7d}7
tal que con Q,(j) = {(Z/l,---ayd—l) | —a;(fj) <Yk < a]gj), k=1,...,d— 1} se tiene

(i) los Q) cubren T, es decir I' C U;VZI Q)

(11) para todo j =1,...,N eziste una funcion Lipschitz ¢; : Q’(j) — R tal que
PnQuy ={W.60) 1v €Qly} v 2nQu = {va) |v/ € Qv < 65(0)}

O
Se puede mostrar lo siguiente.
Teorema 20. Sea 2 C R? un dominio Lipschitz y k € Ny. Entonces, C*(Q) es denso en H*(Q).
En particular, dado que C*(Q) C CF(Q) C H*(Q), también se tiene la densidad de C*(Q) en
H*(Q). O

Para dominios Lipschitz podemos definir trazas.

Teorema 21 (Teorema de trazas). Sea Q@ C R? un dominio Lipschitz. Entonces existe una
constante C' > 0 tal que

ullL2y < Cllullgr)  para todo u € cl(Q). (3.1)
Particularmente, el operador lineal traza v : C*(Q) — L2*(T) definido por v(u) = u|r para

u € CY(Q) tiene tunica extension v : HY(Q) — L*(T'). Para el subespacio cerrado H}(SY) =
kery C HY(Q), se tiene

Hy(Q) = {v e Cg°() | o]l () < oo}
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Proof. Por la densidad de C°°(Q) en H'(), es suficiente verificar (3.1). Por comodidad, sea
Q=(0,1)yuecC®®Q). Sean: R — R una funcion suave y acotada con soporte en (—1/2,1/2)
y n(0) = 1. Entonces, con (z1,...,24-1) = 2/,

1
’LL(QL‘/, 0)2 = 77(0)“(517/,0)2 = _/ acl (n(xd)u($lv$d)2) dwd
0
1
—— [ ol 20 + 20(aaule’, )0l ) dea
0
Por lo tanto, usando 2ab < a? + b2,

1 1
u(e 0)% < 7 | e ) /0 (e’ 2)? dea + |1l e /0 (!, ) + |Ogu(a’, 24)|? za.

Una integracion en x’ muestra el resultado. O

Se puede demostrar que v : H'(2) — L?*(T') no es sobreyectivo. Se define H/2(T') := img~ con
la norma

= inf u .
gl g2y et [ull 1

Por la densidad de C*°(Q) en H!(f2) es evidente el préximo resultado.

Corolario 22 (Integracion por parte). . Sea Q C R? un dominio Lipschitz.

(i) Parau,v € HY(Q) yji=1,...,d

/uc‘)jvda:—k/v(‘)juda::/’yuwvnj ds,
Q Q T

donde n € R es el vector normal a T.

(i) Parau € HY(Q) yv e H(Q)?,

/udivvdm+/vVud:E:/uv-nds.
Q Q r
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Recordamos el siguiente resultado.
Teorema 23 (Inclusion de Sobolev). Sea Q@ C R? un dominio Lipschitz.
(1) Inclusion continua de Sobolev: Sea d/2 < k. Entonces, se tiene la inclusion continua

H*Q) c 0(Q).

(i) Inclusion compacta de Rellich: Sea { < k. Entonces, la inclusion H*(Q) C HY () es
compacta.

O
Una aplicacién del dltimo resultado es lo siguiente.

Lema 24. Sea Q C R? un dominio Lipschitz. Sea |-| una seminorma continua en H' () definida
para constantes, es decir

(a) cumple con las condiciones de ser norma menos la condicion (ii),
(b) existe Cy > 0 tal que |u| < C1|ull g1y para todo u € H'(Q),
(c) |c| =0 para ¢ € R implica que ¢ = 0.
Entonces, existe una constante Co > 0 tal que
[ull L2 () < C2 ([Vull 2@ + |ul) para todo v € H' ().
En particular, ||Vul|r2(q) + |u| es una norma equivalente en H'(Q),
1+ C) 7 (IVull2@) + lul) < llull @) < (14 C2) ([Vullpzi) + [ul) para todo v € H'(Q).

Proof. Supongamos que no existe una constante C5 tal como enunciado. Es decir, existe una
sucesion (uy)nen en H'(Q) tal que
unllz2@) > n (V| L2) + [ual) -
Definimos wy, := un/||un|r2(q), ¥ obtenemos
1

s Jwn] < —. (3.2)

lwallL2) =1, [Vwnllz2e0) < -

S

En particular, (wy,)nen s una sucesion acotada en H(Q), y dado que H'(Q) es Hilbert y por lo
tanto reflexivo, podemos suponer que (w, )pen que converge débilmente en H'(€2). Por el teorema
de Rellich, (wy,)nen converge en L2(€). Usando (3.2), concluimos que (wy)nen es Cauchy en
HY(Q) y por lo tanto w,, — w in H($). Concluimos

IVwl[g2(@) = lim [[Vwn[|z2q) = 0,
|lw| = lim |wy,| =0,
n—oo
[wllz2@) = limfwnl|L2(@) = 1.

Por la primera identidad, w tiene que ser constante, y por la segunda, w = 0. Sin embargo, eso
contradice la tltima identidad. Concluimos la existencia de Cy como enunciado. O
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Corolario 25 (Desigualdad de Poincaré I). Sea Q C R? un dominio Lipschitz. Entonces existe
una constante C > 0 tal que

lullz2(0) < C (HVuHLz(Q) + | /Qudx|> para todo v € HY(Q).

Proof. Vamos a aplicar lema 24 usando la seminorma

] = y/ wdsl.
Q

jul = !/Qudw\ < ()Y |lull 20y < 1)V |lull g1 @)-

Obviamente, |- | es una seminorma, y

SiceRy| [,edr| =0, entonces obviamente ¢ = 0. O

Corolario 26 (Desigualdad de Poincaré IT). Sea Q C RY un dominio Lipschitz. Entonces existe
una constante C > 0 tal que

lull 2 < C (IVull g2y + Ivullz2y)  para todo u € H().

Proof. Vamos a aplicar lema 24 usando la seminorma

luf :== H7U||L2(r)-
Obviamente, |- | es una seminorma, y [u| < Cy||ul| g1 (o) por el teorema 21 de la traza. Sic € R,
entonces yc = ¢y, si ¢| = 0, entonces obviamente ¢ = 0. U

En H*(Q) definimos la seminorma

ulf = Y 10%ul72q)-
|a|=k

Entonces podemos generalizar Corolario 14, ().

Corolario 27. Sea Q@ C R% un dominio. Sea u € H*(Q) con [ulgri) = 0. Entonces u es un
polynomio de grado k — 1. U

Proof. Para un multiindices o € Ng y z € R? usaremos la notacion z® = H?:l x?j . Notamos que

para |a| = |8 = k tenemos D*z? = §, 5. Ahora demostraremos el resultado usando inducciéon
por k. Para k = 1, el resultado es justamente Teorema 12, (i7). Supongamos que el resultado
se cumple para k € N. Sea D%u = 0 para todo |3| = k + 1. Entonces, VD% = 0 para todo
|a] = k. Segtin Teorema 12, (i7) tenemos D%u = ¢, € R. Como mencionado arriba, tenemos
DY > la|=k CaT® = Cos Para || =k, y por lo tanto DY (=2 |a|=k Cax®) = 0 para todo |o/| = k.
Usando la hipétesis de inducciéon, concluimos que u — Z|a\:k Cax® € Pp_;q. O
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La desigualdad de Poincaré dice que

inf |lu — ¢l[r2q) < C||Vullp2() para todo u € HY(Q).
ceR

Usando la técnica de la demostracion del lema (24), se puede demostrar lo siguiente. Usamos la
letra Py para denotar el espacio de los polinomios de grado menor o igual que ¢ € Ny.

Lema 28 (Lema de Deny-Lions). Sea Q C RY un dominio Lipschitz. Sea 11 : L?(Q) — Py la
proyeccion ortogonal. Entonces existe una constante C' > 0 tal que

w — ull gr ) < Clulgr)  para todo u € H*(Q).

3.2 Formulaciones variacionales en espacios de Sobolev

Recordamos la notacion (u,v)q := [, uvda.

3.2.1 El problema Dirichlet homogeneo

Sea © € R? un dominio Lipschitz con frontera I' = 9. Dada un funciéon f : Q — R, queremos
hallar una funcién « tal que

—Au = en (2
Z = g en F.’ (3:3)
La formulacion débil es la siguiente: dado £ € H=(Q) := H}(Q)', hallar u € HJ () tal que
(Vu,Vv)g = £(v) para todo v € H}(Q). (3.4)
Proposition 29. Sea Q C R? un dominio Lipschitz.

(1) Siu € C*(Q) es solucion de (3.3), entonces u € HY(SY), y u es solucion de (3.4) con
E(U) = (fvv)ﬂ'

(2) Sit e H1(Q), entonces (3.4) tiene tnica solucion u € H}(Q), y tenemos la estabilidad
[ull @) < Cllela-1()-

(3) Si f € C(Q) y la solucion u de (3.4) satisface u € C%(Q), entonces u es solucion de (3.3).

Proof. Demostramos (1): Obviamente, u € HE(2). Para demostrar que u resuelve (3.4), notamos
que ya en Proposition (1) hemos visto que

(Vu,Vv)g = £(v) para todo v € C3(),



3.2. FORMULACIONES VARIACIONALES EN ESPACIOS DE SOBOLEV 29

en particular, para todo v € X = {v e C§°(Q) | [v]|g1(n) < oc}. Notamos que la aplicacion
v = (Vu,Vv)g — £(v) es lineal, acotada en H'(f), y desaparece para v € X. Dado que
X = H}() segtin Teorema 21, concluimos (3.4).

Demostramos (2): Por la desigualdad de Poincaré existe una constante C'r > 0 tal que

Hu|]2L2(Q) < Cp(Vv,Vu)g  para todo v € HY(Q),

es decir, elipticidad de la forma bilineal del lado izquierdo en (3.4). Esta forma bilineal es acotada
en H'(Q) por Cauchy-Schwarz,

(Vu, Vo)o < lull g (o) llvll g @)-
Por el Lema de Lax-Milgram, la formulacién (3.4) tiene tinica solucion u € H}(2), y
[ullr @) < Crlllp-10)-

Demostramos (3): Si u € H(Q) N C?(Q2), entonces u = 0 en I' por la definicién del operador
traza. Ademaés, integracién por parte muestra (f + Au,p) = 0 para todo ¢ € C°(Q), y el
Teorema fundamental del calculo variacional implica —Awu = f in €. O

3.2.2 El problema Neumann no homogeneo

Sea 2 ¢ R% un dominio Lipschitz con frontera I' = 9. Dadas funciénes f : Q@ = Ry ¢: T — R,
queremos hallar una funcion u tal que

—Au=f en,
ou (3.5)
o en I'.

Notamos que una solucién (3.5) no es tnica, pues, si u es solucion, entonces también u + ¢ para
¢ € R. Para fijar la constante ¢, agregamos la condicién adicional y definimos un subespacio
cerrado de H'(€),

HNQ) = {veHl(Q)\/ﬂvda::O}.

—/fdx:/Auda::/%ds:/(bds,
Q 0 r on r

es decir, los datos f y ¢ tienen que satisfacer

/Qfda:—l—/rqﬁds:o.

La formulacion variacional de (3.5) es lo siguiente: dado £; € H™'(Q) := HYQ) y ly €
H=Y2(I') = HY2(T')Y, hallar v € H}() tal que

(Vu,Vu)g = £1(v) + lo(yv)  para todo v € H(Q). (3.6)

Ademas, notamos que
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Proposition 30. Sea Q C R? un dominio Lipschitz.

(i) Sea Q@ un dominio C', es decir, el vector normal n eviste en todas partes de I'. Sea
u € C?*(Q) solucion de (3.5). Entonces u € HY(Q), y u es solucion de la formulacion
variacional

(Vu,Vv)g = (f,v)a + (¢,y)r  para todo v € H' ().

(ii) Dado 01 € H=*(Q) y t; € H-Y2(T), la formulacion variacional
(Vu,Vu)g = l1(v) + la(yv)  para todo v € H!(S).
tiene tinica solucion u € HL ().
(iii) Supongamos que £1(1) + £2(1) = 0. Entonces la solucion v € H}(Q)) del punto (ii) re-
suelve (3.6), y existe una constante C' > 0 que no depende de u, 1,3, tal que

sy S © (Nl s gy + 1l i-12r)) -

Proof. (i) Obviamente v € H'(f), y la formulacién variacional se obtiene para todo v €
C1(Q2). Ambos lados de la formulaciéon son funcionales lineales continuos en H'(f2), y por
densidad es obtiene lo enunciado.

(ii) La forma bilineal al lado izquierdo es continua y eliptica en H} () por la desigualdad de
Poincaré del Corolario (25). Ademds, notamos que el operador de traza v : H'(Q) —
H/? (T") es continuo, pues por definicion

[yl gz @y = weHl(iQn)aw:w lwll @) < vl @)

Por lo tanto, el lado derecho de la formulacion variacional es un funcional lineal y continuo

[£1(v) + L(y0)| < [l g-1 (o [0l @) + 12l g-1r2 @y 170l 172 0
< (Il 10y + Mall 12 ) ol -
Por el Lema de Lax-Milgram, la formulacion variacional tiene tnica solucion.

(iii) Podemos escribir todo v € H(2) como v = v, + ¢ con ¢ = [qvdx y v, € H}(Q). Dado
que ¢1(c) + £2(c) = 0 por hipotesis, se concluye el resultado. La estabilidad es una simple

consecuencia de usar v = u.
O
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Elementos finitos en dos dimensiones

Sea K C R? un triangulo abierto, es decir, K es la envolvente convexa de tres puntos =g, yx, 2K €
R? que no son colineares. Definimos el conjunto de nodos Ny := {rx,yK,2x} Stz #y e Nk
son dos nodes, entonces definimos la cara e := {z + A(y — ) € R? | A € [0,1]}, y el conjunto de
caras £k := {e | e es cara de K}. El diametro de K es

hg :=diam(K) = sup ||[r —y|| = max |z —y| = max h,,
o= diam () = sup fle —yll = max eyl = maxhe

donde h, = ||z — y|| con la definicion de la cara e arriba.

Definicion 31. Sea Q C R? un poligono. Un conjunto finito de triangulos
T ={K,K,,...,Ky}

se llama malla reqular de £ si

1. KNK' =0 para todo K # K' € T,

2. UKGTF — ﬁ,
3. Sean K # K' € T, entonces
0,

KNK' =<{ unnodox e NgNNgr,
una cara e € Eg N EKr.

Definimos el conjunto de nodos de la malla

N::UNK, Np=NNQ, Np:=N\N,

KeT

y la resolucién global

h :=maxhp.
KeT

31
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4.1 Elementos finitos P,

Para una malla T sobre €2 se define el espacio discreto
SYT) == {ue H'(Q) | u|x € P para todo K € T}.

Corolario 32. Sea Q C R? un dominio Lipschitz subdividido en dos dominios Lipschitz Qy,Qa,
es decir = Q1 U Q. Sean v1 y vo los operadores de traza en Q1 y Qo, y sea ['ig := 0 N ONy.
Sea v : Q — R una funcion con v, € H'(Qx), k = 1,2. Entonces v € HY(Q) si y solo si
Y1v = you sobre I'1.

Proof. Sea ¢ € C§°(€2). Sea nj es el vector normal al la frontera 0€2;. Sobre I'ia tenemos
n1 = —ng, y por lo tanto

/vajgpda::/ vajgpdzlt—l-/ v0jv dx
Q 951 Qo

= —/ p0jv dr — / p0jv dx —I—/ Tvojeni —I—/ Y2v0jpna
Q1 Qo o IBP)

= — / pOjv dx — / pojvdx + / (v — 72v)050n1
951 Q2 IRD)

Concluimos que v € H'(Q) si y solo si y;v = yov sobre I'1o. O
Por el altimo resultado, también podriamos haber definido
SYT) == {u € C@Q) | u|x € Py para todo K € T }.
Proposition 33. Sea T una malla con nodos N, sea N := #N el niimero de nodos.
(i) SYT) c HY(T) es un subespacio de dimension N.
(ii) Para cada nodo x € N define la funcion techo
¢r € SHT),  ¢2(y) = duy, para todo y € N
Entonces, B :={¢, | * € N'} es una base de S*(T), y se llama base nodal.

Notamos que el soporte de una funcion ¢, es el conjunto de todos los triangulos K que tienen z
como nodo, es decir,

supp e = ) K.
KeT
xENK
Para el problema Dirichlet homogeneo, definimos el espacio
So(T) == {u € C(Q) | u|x € Py para todo K € T} N Hy ()
= {ue C(Q) | ulg €Py para todo K € T,u =0 sobre I'} .
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El espacio S§(T) tiene dimension #N/7, y su base nodal es By = {¢, | z € N7}. Si reemplazamos
el espacio H{ () en la formulacién variacional (3.4) del problema Dirichlet homogeneo por S (7)),
obtenemos el método de elementos finitos: hallar uj, € S}(T) tal que

(Vun, Vup)a = £(vy)  para todo v € Sg(T). (4.1)

Notamos que (4.1) es un sistema lineal, y por el Lema de Lax-Milgram tiene tnica solucion
up € S&(T). Para el problema de Neumann, definimos el espacio

SHT) = {vheSl(Tﬂ/gvhdx:O}.

Dado que la imagen del operador [ : v — fQ v dz tiene dimension 1 y S}(7T) = ker(I), obtenemos
dimSHT) = dimS*(7T) —1 = N — 1. Si reemplazamos el espacio H!() en la formulacion
variacional (3.6) del problema de Neumann por S}(7"), obtenemos el método de elementos finitos:
hallar uj, € SH(T) tal que

(Vup,Vop)a = (f,vp)a + (¢,vp)r  para todo vy, € Si(’T). (4.2)
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4.2 Implementacién de elementos finitos en dos dimensiones

Para T una malla sobre {2, nuestro objetivo es determinar

up, € S&(T) tal que / Vuh(az)TVvh(az) dr = / f(x)vp(x)der  para todo vy € S&(T).
0 0
(4.3)

Primero necesitamos una base de S}(7), y tenemos que numerar sus elementos. Sea entonces
N = #N el nimero de nodos y N’ = {z1,x2, ..., 2y} lalista de nodos de la malla. En codigos de
elementos finitos, usualmente se tiene los nodos de la malla en una lista. Sea M = #N7 el ntimero
de nodos interiores y supongamos por ahora que N7 = {z1,...,2p} y N\N; = {zpr41, ..., 2N}
Sea ¢, la funcion techo asociada al nodo z. Ya sabemos que By = {¢1,..., ¢} es una base de

S3(T). Como en una dimension, concluimos que si definimos la matriz A € RM*M
b € RM por

y el vector

Ais = [ Vo,@) Vor(w)do, bei= [ flajonta)da,
entonces (4.3) es equivalente al sistema lineal

hallar u € RM tal que Au = b,

vy up = Zj\il u;¢;. Para fabricar A y b, se procede como en una dimension. Escribimos

Ay = /Q V() Vor(z)dr,= /K Vo,(x) Vo (x) de,

KeT

y notamos que tenemos que pasar por los tres bucles sobre j, k, y K € 7. En la practica se usa es
ensambleo por elementos, es decir, el bucle sobre K € T es el bucle exterior. Dado que el soporte
de una funciéon techo ¢, es el conjunto de todos los triangulos que tienen x como nodo, los dos
bucles interiores corren sobre todos los z;,z; € N. Obtenemos el siguiente pseudo-algoritmo.

Algorithm 2: Ensamblaje
Input: malla 7 = {K}

1 A=0,b=0;

2 for K € T do

3 for z; € Ng,je{l,...,M} do

4 for x € N, ke {1,...,M} do
5 | Ak =Awj+ [ Vo, Vo
6 end

7 bj:bj+fo¢k

8 end

9

end
Output: matriz A, vector b.
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Podemos representar un triangulo como una lista de los indices de sus tres nodos, por ejemplo
K < [j,k,¢]. Esta representacion induce el mapeo local-a-global a traves de

12gx (1)
12gx(2)
12gx(3)

Js
k,
l,

y podemos escribir el algoritmo de ensamblaje como

Algorithm 3: Ensamblaje
Input: malla 7 = {K}

1 A=0,b=0;

2 for K € T do

3 for j € {1,2,3},12gx(j) € {1,...,M} do

4 for k € {1,2,3},12gk(k) € {1,...,M} do

5 | Ao (1,20 () = Ai2ege (902850) T S Vg, () V P12 00
6 end

7 Piogc () = Pr2gi ) + Jic [ P2 ()

8 end

9 end

Output: matriz A, vector b.

Para calcular la integral

/K Vi) V P2y 19

vamos a transformar a un triangulo de referencia
K = {(x,y)€R2|0<:L"<1,0<y<1—3:},

es decir, el triangulo con los nodos (0,0), (1,0), (0,1). Si x;,xy,z¢ son los nodos de K, entonces
podemos definir una aplicacion afina Fg : R? — R? por

Fg(xz) = Bgx + cx = () — xjlxg — x5)r + x;j.

En particular, F(0,0) = xj, Fx(1,0) =z, y Fr(0,1) = x,. Por lo tanto, si definimos las tres
funciones sobre K
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entonces podemos observar <$m = P12g,(m) © Fix. Recordamos la regla de la cadena para u : R? —
Ry F : R? — R? suaves, entonces

V(uo F)(z) = Jr(z)" - Vuo F(x). (4.4)
Dado que Jr,, = By, eso implica
vam =V (¢12gK(m) o FK) = JI—T‘I—KV¢12gK(m) o Fg = B[—Ev¢l2gK(m) o Fk.

También recordamos la formula de sustitucién

/F e = det B /A wo F(3) da. (4.5)

w

Finalmente, calculamos

/K Vg, ) Vo2, = | det Br| /f{ Vo, Bi' By Vo

2
det Bx ~ ~
5 g 6n¢j Gn,mam¢k7

n,m=1

donde G = BI_(lB;(T, y hemos usado que G y Vggk son constantes sobre K. Notamos entonces
que los elementos de la matriz A se pueden calcular analiticamente. En general, eso no es
posible para el vector b, pues, contiene una funcién f. Tenemos que usar una regla de integracio
numérica, como por ejemplo la regla mas simple

/K F o iy ~ 1) F(mic)brag, ) (1),

donde my es el centro de masa de K,

Tj+ T + Xy

my = 3
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4.3 Analisis a priori

Sea u € HZ(Q) la solucién del problema Dirichlet homogeneo (3.4), y uj, € SH(T) soluciéon
de (4.1). Como en la introduccion, nos interesa ahora el error ||u — w1 (o) con respecto a la
resolucion global h de la malla. Por el lema de Céa, tenemos

uw—up|lgig <C min ||u— vyl m
| 71 (o) v | 1 (0)

Vamos a suponer que u € Hg(Q) N H?(2). Por la inclusién continua de Sobolev, Teorema 23,
sabemos que u € C(2), y u desaparece sobre I'. Podemos definir una funcion discreta Ij,(u) €
S¢(T) por interpolacién nodal

Obtenemos entonces

lu —unll ) < Cllu — In(u)|l g1 (0,

y es suficiente analizar el lado derecho.

Primero, vamos a analizar el error localmente, es decir, [|u—Ij,(u)| g1 (k) para cada K. Para eso,

vamos a transformar a nuestro triangulo de referencia K. Este argumento se llama argumento de
escalamiento! en la literatura. Por lo tanto, primero deberfamos analizar el error de interpolacion
nodal en K.

Lema 34 (Bramble—Hllber‘Q Sea T el operador de interpolacion nodal en los tres nodos de K
es decir Entonces tenemos I : Hz(K) — Py, y existe una constante C' > 0 tal que

lv — ]A'UHHk(f() < C‘U‘Hz(f(), para k = 0,1 y todo v € H*(K).

Proof. Primero, segtin Teorema 23 (i), tenemos la inclusién continua H2(K) C C(K ) por lo
tanto, I : H?(K) — Py esta bien definido. Ademas, por equivalencia de normas en espacios de
dimension finita tenemos para k = 0,1

”['U”Hk K) < CHOI‘n’la”IU”Loo K) < Cnorma”'UHLoo([?) < CnormacsobolevHUHH2(]?)'
Sea I : L2(IA( ) — Py la proyeccion ortogonal. Notamos que ITv = T ITv, y concluimos

lo = Toll iy = v =T = T(v = T0) | g2y < o = T ey + 17 (0 = TI0) | g
> (1 + C’normac’sobolev)||U - H'UHHQ([?)

Por el Lema 28 de Deny-Lions conluimos el resultado. O

Yscaling argument en inglés



38 CHAPTER 4. ELEMENTOS FINITOS EN DOS DIMENSIONES

El proximo paso seréa explicitar como se comportan las normas de Sobolev bajo transformaciones.
Para transformar al triangulo de referencia usaremos la aplicacion afina Fg. Recordasmos que si
F :R? — R? es afina, es decir F(z) = Bz + ¢, entonces Jp(r) = B, y la regla de la cadena (4.4)
se lee

V(uo F)(z) =B VuoF. (4.6)
Podemos reiterar este argumento y usar que las segundas derivadas de F' desaparecen,
2 2
0;0k(uo F)(x) =Y Y BijBuiOyOmu o F(x) (4.7)
(=1 m=1

Teorema 35 (Formula de transformacién). Sean w,o C R? dominios Lipschitz. Sea F(x) =
Bz + ¢ una aplicacion afina con matriz B € R**2 invertible y F(@) = w. FEntonces, para
u € H¥(w) tenemos uo F € H¥(@), 0< k<2, y

[uo Fgr(g) < | det BI 2| B jolul o),
donde ||Bl|p = (Eikzl |Bjx|)Y/? es la norma de Frobenius de B.

Proof. Para k = 0, la desigualdad es, de hecho, una identidad y reduce a la formula de sustitu-
cién (4.5). Vamos a demostrar el caso k = 1. Sea u € H'(w). Dado que w es Lipschitz, existen
funciones u,, € C*°(@) con

U, — u en L*(w), Vu, — Vu en [L*(w)]?.
La formula de sustitucion implica que
UpoF —uoF en L?(@), Vup,oF — VuoF en [L*(@)]%
Usando la regla de la cadena (4.6) para las u,, y la altima convergencia concluimos
V(up o F)=B'Vu,oF — B"Vuo F en L*(&).
Concluimos que
V(uwo F)=B'VuoF,

en particular, u o F' € H'(&). Notamos que para un matriz M y un vector z se tiene |Mz|s <
||M||pl|z||2. Luego, usando la regla de sustitucion,

luo Flmg) = ||B"Vuo Fllr2@) < |BT|p|Vuo Fllr2@) < | det BB plul g o)

y concluimos el resultado para k = 1. El caso k = 2 sigue por el mismo argumento, usando (4.7).
O
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Introducimos un poco de notacién: sea e una cara tal que hxg = h. y px la altura de K sobre e,
entonces

_ hrpx
—

p(K)
Para controlar los terminos | det Bi| v | Bk || F, necesitamos el siguiente resultado.
Lema 36. Sea K un triangulo abierto con nodos ry,yx, 2. Sea Fx(x) := Bx + ¢ con
c=zg €R?> B= (yK — TR, ZK — xK) € R?*2,

~

entonces B es reqular y Fi(K) = K. Ademds,

|det Jp(z)| = |det B| = 2u(K),

V2

hi _
<|B7YFr < —.
PK

1
—= < ||Bllr < V2hg,
V2 PEV2

Proof. Primero, B es regular, y por la formula de sustitucion (4.5),

1 ~
5l det B| = u(R)|det B| = /A | det Bydﬁf/ dz = p(K).
K K
Observamos
IBI% = lyx — 2xl3 + l|l2x — k|3 < 2h%
Yy
1/2
2k — wiclla < lzxe — wxclla + Nk — wxcllo < V2 (ll2k — okl + llyx — 2 |3) " = V21 B,

es decir,

hie < max{|lzx — yxll2, |2k — exl2, lyx — 2xll2} < V2| BlF.

Con eso concluimos las primeras desigualdades. Ahora,

Bl — 1 by —bi2
det B \=ba1 b11 )’

y por |det B| = 2u(K) = hgpx,

_IBle _ Bl
|det B  hipr

1B~ |r

Con eso concluimos las ultimas desigualdades, usando las primeras. O
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Finalmente, podemos mostrar las cotas de error de nuestro operador de interpolacién nodal Ij,.

Teorema 37. Sea T una malla de @ C R? con nodos N'. Definimos el interpolador nodal

. {H2(Q) - SHT)
" U = er/\f U($)¢x

Entonces existe una constante C' > 0 tal que para cada K € T,

lu — Tnullr2(x0) < Chielul i)

h2 (4.8)
| — Inu| g ) < C—E Jul o)
PK

Es decir,

Ju — Thul| 20y < Ch?Jul g2 o)

h (4.9)
lu — Thul i) < Ch?{lgf}r(p_fime(Q)'

Proof. Obviamente, las desigualdades (4.9) son una consecuencia de (4.8), por lo tanto vamos
a mostrar solamente (4.8). Sea K € T y Fx : K — K una apliacion afina asociada. Primero
notamos que

~

(Ihu)oFK = (UOFK).

~

Para k = 0,1 aplicamos la formula de transformacion, Teorema 35, para @ = K, w = K, y
F = F'. Notamos que si Fix(x) = Bra +ck, entonces Fi.'(z) = Blz + Bi'ce. Por lo tanto,
obtenemos
lu — Ih(u)‘Hk(K) = [uoFgo FI;I —Ip(u) o Fc o Ff?l’Hk(K)
< [ det B! |72 (B [ |u o Fic = Tn(u) © Fic| g )
< | det By |2 B! |fslu o Fic — T(u o Fic)

< C|det Bie|'?| B b |u o Ficl o

(%)
)7
donde usamos el Lema 34 de Bramble—Hilbert en el altimo paso. Transformando de vuelta a K,
es decir, aplicar Teorema 35, para W = K, w = K,y F' = Fk, obtenemos
-1k
lu — In(u)| groxey < ClIB ENBr N1 |ul 2 5 -
Notamos que segiin Lema 36,

BY5 B2 <ﬁ2h2
I1Bx |7l B |7 < ——2hk,
PK

lo que muestra (4.8). O



4.3. ANALISIS A PRIORI 41

Observamos lo siguiente.

(i) Para obtener convergencia de orden 1 en la resolucion global de las mallas, necesitamos
que las mallas cumplen

para un numero o > 0. El factor hg /px mide la deformaciéon de un elemento K, pues es
una medida de diametro versus area de K.

(ii) Si queremos medir la convergencia en terminos de la resoluciéon global h, entonces no tiene
mucho sentido usar mallas 7 donde hay elementos K con un diametro menor que h, pues,
no mejora la convergencia pero hace mas costoso el método.

Tomando en cuenta los dos comentarios, definimos lo siguiente.
Definicion 38. Una malla T se llama

(i) o-reqular de forma (shape regular en inglés), si

K
max — < 0.
KeT pi

(ii) T-uniforme, si existe T > 0 tal que

maxge7 hi
minge7 hx —

Corolario 39. Sea T wuna malla regular y o-reqular de forma con resolucion global h. Sea
u € HY(Q) la solucion del problema Dirichlet homogeneo (3.4), y up € S¢(T) solucion de (4.1).
Siu € H?(QQ), entonces existe una constante C > 0 que depende de o, tal que

|w = unll (@) < Chlulgzq).-

Proof. Como mencionado al principio de esta seccién, este resultado es una consecuencia del
lema de Céa y del Teorema 37. Si u € H}(Q) N H?(), entonces Ij,(u) € S§(T), y por lo tanto

lw —upll ) S vhgsig]%ﬂ |u = vnll 1) < llu — In(u)|| 1) < Cohlulg2(q)-
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4.4 Regularidad eliptica y aproximaciéon con mallas graduadas

Sea (T7)sen una sucesion de mallas regular de forma con resolucion global hy. Ya sabemos que
el método de elementos finitos converge con orden hy si la solucion exacta u € H(Q2). En el
laboratorio hemos visto que si u ¢ H?(£2), entonces el método no converge con orden hy. Nos
preguntamos entonces si es posible determinar a priori la regularidad de uw. En la literatura de
EDP, esto se llama regularidad eliptica. La formulacion variacional (3.4) del problema Dirichlet
homogeneo permite f € H~1() y asegura que u € H} (), es decir, u es dos ordenes mas regular
que f. Podemos esperar entonces que f € L%(Q) implica v € H?(2). En una dimension, eso es
cierto.

Teorema 40. Sea Q = (a,b) y u € HY(Q) una funcion que cumple con

b b
/ o (2)v (z) de = / f(x)v(x)de  para todo v € HL(S), (4.10)
donde f € H*(Q) para algin k = 0,1,2,.... Entonces u € H*2(Q), y existe C > 0 tal que

[ull a2y < CUFll arg)-

Proof. Mostramos el caso k = 0, el resto sigue con induccion. La identitad (4.10) implica

b b
/ o' (2)0' () de = / f(z)v(z)dx para todo v € C5°(Q2),

es decir v’ = —f € L?(2), y por definicion u € H%(Q). O

Para dominios en R?, la regularidad eliptica no es tan simple. Sea Q C R? y u € H&(Q) solucion
del problema Dirichlet sobre €. Se puede mostrar que

1. Si 00 es suave (en la Definicién 19, (i), los ¢; son C°°), entonces f € HF() implica
u € H*2(Q) para todo k > 0.

2. Si Q es solamente Lipschitz y convezo, entonces f € L?(€2) implica u € H?(2).

En el segundo punto, la convexidad del dominio es necesaria, como muestra el siguiente ejemplo.
Usaremos la notacion B, (0) := {z € R? | |z <r}.

Ejemplo 41. Sea w € (0,27), w # 7, y S(w) := {(rcosp,rsing) |0 <r < 1,0 < ¢ <w}. Sea
x € C§°(R?) con suppx C B12(0) y X|B1/4(0) = 1. Define en coordenadas polares la funcion
ug(r, ) = r™¥ sin(pr/w), y u(r, @) == x(r,¢)uo(r, ¢). Entonces

(i) ulasw) =0,

(ii) u € Hy(S(w)),

(iii) —Au € C°(S(w)),
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(iv) u ¢ H*(S(w)) para k > 1+ 7/w
O

Observamos entonces que si w > 7 entonces el dominio S(w) no es convexo, u ¢ H?(S(w)), pero
—Aw es suave hasta la frontera de S(w). Eso indica que, atn si f € L?(£2), los &ngulos no convexos
de un dominio §2 producen singularidades en la solucion u que impiden que u tenga regularidad
H?(). Para evitar un orden suboptimal de convergencia en este caso, una primera idea sera usar
mallas que se adaptan a las singularidades de u. Es decir, mallas no uniformes que son mas finas
en los entornos de los dngulos no convexos donde se encuentran las singularidades. En este caso
de mallas no uniformes no tendré sentido hablar de convergencia con respecto a h = maxgeT hi,
sino tenemos que caracterizar la convergencia en terminos del tamano del problema, es decir, en
terminos de n := dim S} (7). Para dominios (intervalos) en R, la relacién entre h y n para mallas
uniformes es h ~ n~1, mientras para dominios en R? la relacion es h ~ n~Y/2. Es decir el orden
optimal de convergencia en una dimension es n~'. Vamos a demostrar que este orden se puede
lograr con mallas graduadas. Para ello, sea Q = (0,1) y u(xz) = 2% con o € (1/2,1). Entonces
u € H'Y(Q)\ H?(Q). Sea T una malla dada por 0 = 29 < 1 < --- < 2, = 1. Analizaremos la
expresion

inf - :
bl 7 ol

(i) Sea T uniforme, es decir, z; = jh con h = n~1. Entonces, usando v'(z) = az®~!,

inf — > 1 _ ! — inf o
'Uhel&IS'll(T) lu — vl ) > vhel‘ISll(’T) (= vr) | L2(20,21) inf " — ¢l L2 (2,1

Notamos que
) = llu" — || 2

SC(),:L‘l)7

2161]12 ”u/ - CHLZ(SC(),Z‘l

donde v/ denota el promedio de u/,

_ 1 a1
u = / u/(s)ds = ho7 L,

1 — Xo xo

Ademas, por ortogonalidad,

2
_ — « _
L R A e L

Concluimos que

inf  |u— > Che1/2,
oSl 1~ ol =

En otras palabras, el termino a analizar no puede converger mas rapido que n~(a=1/2)
usando mallas uniformes.
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B

(ii) Sea 7 una malla graduada, es decir, x; := fj con un factor de graduacion 5 > 1 a

eligir y z; := jn~!. Observamos que esta malla se condensa en 0, donde se encuentra la
singularidad de w. Primero, analizaremos las longitudes de los elementos K; = (xj,xj41).
Para el primer elemento Ky = (xg,x1), observamos

hic, —xl—:no—ff—xg—xf—nﬁ. (4.11)

Para los otros elementos K, j > 1, calculamos

(G+1)/n 1
hic, = Tj41 — x]—aj _5/ Blds—ﬁ/ PV ds = Bn” / P ds
J/n J
B—1 .\ -1 B—1
g, +1 e _ +1
< AP+ 1)1 = pn 5(‘7 ) ﬁlgﬁnl(l) sup<‘7 )
J n jEN J
:w(ﬂ*l)/ﬁ <9B8-1
¢ <

< 25—1&1—1%1'—1/&.
(4.12)

Sea I, el operador de interpolacién nodal sobre 7, entonces

inf - < |(u— L) .
ot [u—vnlmi@) < l(u—Thu) |2

Calculamos u'(r) = az®!

y (Inu) |k, = h?(gl y concluimos con (4.11)
= T Bagscy < 2 iy + 2 (I 22 gy < CHE = Cn=#20D),

Ademés, usando los resultados de la demostracion del Lema 4 y (4.12), concluimos para
J=1

9. _9 2-9 Tt
= o) ) < B By < 2072007237 [ ()P s

Zj

A Tj+1
: 226_2671_2/ s2 P (5) 2 ds = 2772 Bn 2 (o — 1)2/ §20-2/B=2 g
Concluimos
n—1 1
Z Il(u — Ihu)/H2L2(Kj) < 9228-281"202(q — 1)? / $20-2/B=2
Jj=1 x1

1
< 226-23,7202(q — 1)?2 / §20-2/B=2 7o
0
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La ultima integral es finita si 2o — 2/ — 2 > —1, es decir, si 8 > 2/(2a — 1). Concluimos

entonces
n—1
II(u — Ihu)'||%z(g) = [l(u - Ihu),\|%2(1<0) + Z [ (u— Ihu),H%?(Kj)
j=1
< Cap (n_ﬁ(m_l) + n_2> < Cppn?
para

2
1, ——».
5>max{ ’2@—1}

Es decir, sobre malla graduadas con factor 3, se logra la convergencia optimal

inf — <Cnt
o8l 1 e = €

La misma idea funciona en R?, donde hay que usar mallas graduadas en con respecto a la
distancia a los dngulos no convexos. Fabricar mallas adaptadas requiere conocimiento de las
singularidades de soluciones. Para muchas ecuaciones relevantes en la préactica no se conoce la
estructura de las singularidades, en este caso serd mejor tener un automatismo para detectar las
partes del dominio que requieren una resolucién mas fina.

4.5 Analisis a posteriori

Sea u € HE(Q) la solucién del problema Dirichlet homogeneo (3.4) y u;, € T su aproximacion
por elementos finitos sobre la malla 7. En la seccién 4.3 analizamos el error |lu — upll g1 (o)
a priori. Es decir, analizamos el comportamiento del error con respecto a la resolucion h sin
calcular explicitamente uy, usando solamente conocimiento de regularidad de w,

|w = wnll (@) < Chlulgzq).-

El termino al lado derecho no lo podemos calcular, pues, u es desconocida. Por lo tanto, el analisis
a priori nos entrega solamente informacion cualitativa. El objetivo del anélisis a posteriori, por el
otro lado, es obtener cotas de error computables, es decir, cotas de error que contienen solamente
terminos conocidos, en este caso f y up. En otras palabras, estas cotas las podemos determinar
despues de haber calculado uy, y por eso se llama andlisis a posteriori. Las cotas se llaman
estimadores de error a posteriori, y los denotamos como

n=n(up, f,T).

Definicién 42. Un estimador a posteriori n se llama confiable para el error [|u — up|| g1 (qy, si
existe una constante Crq > 0 que no depende de uy, f, y T, tal que

Hu - UhHHl(Q) < Creln(uhv [ T)
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Un estimador a posteriorin se llama eficiente para el error |u—uy|| g1 (qy, si eziste una constante
Cer > 0 que no depende de uy, f, y T, tal que

lw—unl[1(9) = Cer n(un, f,7T).

Si un estimador confiable es pequeno, podemos concluir que el error es pequenio. Si un estimador
eficiente es grande, podemos concluir que el error es grande. Si un estimador es confiable y
eficiente al mismo tiempo, entonces es una buena medida para el error. Ademads, nos interesan
estimadores que son locales, es decir, que se pueden escribir como una suma sobre elementos

77 uh7f7 ZT}K uh7f7 )7

KeT

pues, informacién local nos permite distribuir los recursos computaciones en las partes del do-
minio donde se necesitan (este concepto se llama adaptividad y lo veremos en la proxima seccion).
En esta seccién, vamos a desarollar un estimador a posteriori residual, es decir, vamos a acotar
la expresion

— Vuy, Vo
|f + Aupllg-1) = sup (f n, Volo
veri@  Ivllme)

Para ello, vamos a usar la ortogonalidad de Galerkin para introducir una funcion discreta vy, €
86(7') que sea una buena aproximaciéon a v. Dado que v es solamente Hol(Q), no podemos usar
la interpolacion nodal. El remedio es desarollar operadores de interpolacion generalizada?.

2 quasi-interpolation operators en inglés.
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4.5.1 El operador de Clemént

Para una funciéon v € H'(Q2) no podemos usar interpolaciéon nodal, pues evaluaciéon en un punto
no es una operacion continua en H'(R?). Lo que si podemos hacer es calcular promedios: si
M C R? es un objeto geometrico, entonces usamos

1
up = D) /M u(z) dx

para denotar el promedio de una funcién u € L?(M). Notamos que la desigualdad de Poincaré
dice que

v —unmll2(ary < ClIVullp2iar)-

Para encontrar la dependencia de la constante C' con respecto al dominio M podemos usar un
argumento de escalamiento.

Lema 43. Sea K un triangulo. Entonces existe una constante C > 0, tal que

1/2
lo = vxcllzzu) + il D o= vxcllzce) < Chaclolan e
eefi
para todo v € HY(K). Ademds,
1/2
loll e + i D Ivllze) < Chiclolan
e€fK
para todo v € HY(K) con v|. = 0 para algin e € Ek.
Proof. Notamos que

1 1
UK:m/}{v(m)dw=2/ﬁvoFK(az)d:ﬂ:m/ﬁ{voFK(az)dm:(voFK)f{. (4.13)

Entonces, usando la formula de transformacion y la Desigualdad de Poincaré I (Corolario 25)
sobre K,

v —vill 2 (k) = [ det Bi'|llvo Fx — (vo F)gll (K)
< Cpo1ncarc| det B 1||’U|H1 R = < Cpo1ncarehK|U|H1

Sea e € i,y e € & tal que Fk(e) = e. Transformando de e a e, usando los teoremas de traza

y la Desigualdad de Poincaré I, y transformando de Kak , llegamos a

HU_UK”Lz(e :hé/2HUOFK_(UOFK)f{HL2A <Ctrh1/2”UOFK_ (UOFK)[?”Hl(j%)

< CtGComcare |'U o FK|H1 K) < CtrCPCtrafoh 1/2 |U|H1

La segunda desigualdad del enunciado se demuestra de la misma manera, usando la Desigualdad
de Poincaré II (Corolario 26). O
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Vamos a calcular promedios sobre objetos geometricos mas complejos.

Definicién 44. Sea T una malla reqular. Para z € N se define el patch nodal
w,={K eT]|zeNk},,
para K € T se define el patch de elemento
WK = {K'€T|Fﬂﬁ7ﬁ@},
y para € € £ se define el patch de eje
we:{K/€T|K/€wKpamunKGTconeGgK}.

Aunque un patch w formalmente es un conjunto de elementos, vamos a usar la notaciéon w también

Kew

Corolario 45. Sea Q C R? un dominio, T una malla reqular sobre 2, o-reqular de forma.
Entonces existe una constante C, > 0 que depende solamente de o, tal que

(i) Wﬂ?# ) = C;lh[{ < hg <Cyshg.
(ii) #w, < Cy para todo z € N.
Proof. Notamos que o-regularida de forma implica que

h

Koo

Pk
para todo K € 7. La ultima desigualdad implica que hx ~ h. para todo e € Ex, y con eso
concluimos (7). Ademaés, todos los angulos de K estén acotados por abajo por una constante que
depende solamente de o, y con eso concluimos (ii). O
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Atn para patches podemos controlar la dependenica de la constante de Poincaré, como mostraremos
ahora.

Lema 46. Sea Q C R? un dominio, T una malla reqular sobre Q, o-reqular de forma. Entonces
existe una constante C' > 0 que depende solamente de o, tal que para todos los nodos z € N

v —vKllL2(w,) < Cdiam(w,)|v]gi,) para todo K € w, yv € HY(Q).
En consecuencia,
[v = vo. | 12(,) < C diam(w,)|v|g1(,,) para todo v € HY(Q).
Si z € Nr, entonces
[l 22w,y < Cdiam(w,)|v|g1(,,) para todo v € Hol(Q)
Proof. La segunda desigualdad es una consecuencia de la primera, pues
Il = vl r2.) = min flv - ellz2.) < llv = vrrllr2n).

Para demostrar la primera desigualdad, vamos a proceder en varios pasos.
(1) Comparamos vk y v. para e € Ex. Dado que

1

VK — Vg = h—/vK —ov(z)dsyg,

obtenemos con Hélder y con la primera desigualdad de Lema 43
1 1 ) 1/2
— h—e/em( ~ (@)l ds, < </e|vK ()| dsx> < Cloli .

(4) Sean K,K' € T con K N K’ = e. Entonces, usando (1),
loe = vrerll 2 sy = (E)Ploe = vrer| < p(E)Y? (Jvie = ve| + |ve — vicr])
< ()2 (ol ey + [l ren) < Chiclola (o
En el altimo paso también usamos que T es o-regular de forma.

(5) Finalmente consideramos

lo = vrllFogoy = D o= vrlFogn
K'ew,

Para cada K’ € w, existen elementos K’ = Ky, K1, ..., K, = K tal que
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- K; € w;,
— Kj todos diferentes,
- E N m = €j.
En particular, n < C,. Concluimos

n—1

|v— UK||2L2(K/) = [lv - UKnH%g(K()) <Co | llv— ’UKOH%Q(KO) + Z vk, — UKj+1||2L2(KO)
j=0

Dado vk, € Ry hg, < Cshg,,, por Corolario 45, concluimos con (4),

2 2 2
”UKj - UKj+1”L2(KO) S CU”UKj - UKj+1”L2(Kj+1) S CU’/U’Hl(KjUKjJrl)'

Finalmente, usando otra vez la primera desigualdad de Lemma 43,
n—1
2 2 2 2 2 : 21,,12
lo = vl k) < Co | Mo l01Fn (1) + D P, 1003 (se,0m,41) | < Co diam(w:)? 0[5 -
j=0

La tercera desigualdad se demuestra de la misma manera, usando la segunda desiguladad de
Lemma 43. O

Lema 47 (Operador de Clemént). Sea Q C R? un dominio, T una malla sobre Q, regular de
forma con constante o > 0. Entonces existe un operador J : H () — S3(T) y una constante
C > 0 que depende solamente de o, tal que para todo K € T ye € &,

lu = Jrull 2y < Chilul gy,
lu = Jrulg ) < Clulm

(wr)»

lu = Jrull 2y < ChY?|ulio,)-
Proof. Se define

Jru = Z Ugy, P -
zGNI

Vamos a considerar primero el caso de K € T tal que Nx N ANr = (), es decir, K no toca la

frontera. Notamos que (EzeNK o)k =1y (Jru)|xg = EzeNK Uy, ¢-. Usando ||¢zHL°°(K) <1
v la segunda desigualdad de Lemma 46,

| Z bru — Z uwz¢z”L2(K) < Z H¢2||L°°(K)||u_uwz||L2(K)
ZGNK ZGNK ZGNK

<Y el o = vl 2@,y < C Y diam(ws)|ul g,y < Chiclul g o).
2eNk 2eNk

v — Jrull 2 (k)

N
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El mismo procedimiento, tomando en cuenta ||V, || x) < Chi,

Ju = Jrulg = | Y Vibe(u— w2 )

zGNK
< Y IVl — v llz2(ry + 1621l o) [ul i e
ZENK
<O ulige,) + [ulg ) < Clulg -
ZENK

En el caso de Nx NNt # () podemos aplicar el mismo procedimiento, usando la tercera desigual-
dad de Lemma 46. Para demostrar la tltima desigualdad, sea e € Ex. Transformamos a K y
usamos el teorem de traza,

lu — Jrull 2y = hi/?|luo Fx — (J7u) o Fi| r2(e)

< Cyh¢||uo Fie = (Jru) o Fi |l )

< OB (lwo Fic = (Jru) o Fill gy + luo Fic = (Jru) o Ficlya )
< Ch? (B u — Jrull 2oy + lw = Jrul g i)
< ChY 2 ul g1 )



52 CHAPTER 4. ELEMENTOS FINITOS EN DOS DIMENSIONES

4.5.2 Un estimador a posteriori residual

Teorema 48. Sea Q C R? un dominio, T una malla regular sobre Q, o-reqular de forma Sea
u € H(Q) solucion del problema Dirichlet homogeneo del Laplaciano (3.4), con £(v) = [q fv,
f € L3(Q). Sea uy € SH(T) su aprozimacion de elementos finitos (4.1). Entonces e:mste una
constante C' > 0 que depende solamente de o, tal que

IV (u— uh)”%%g) <C Z i, (4.14)
KeT

donde

i = hi, HfHL2 ) T Z helll nuh]HL2

ecENEr

Proof. Dado que u — uj, € HE (), notamos primero que

V(u—up), Vo
IV(u —up)lp2@) = sup ot n), Voo
vert@ VUl

Para el residuo R(v) := (V(u —up), Vv)q calculamos

R(v) = (V(u —wup),Vv)g = (Vu,Vv)g — (Vuy,Vo)g = (f,v)q — Z (Vup,Vou)g
KeT

Recordamos que up|x € Py, por lo tanto obtenemos con integracion por partes sobre K

(Vup,, Vo) :/ Vup(z)Vu(x)de = /Vuh NEv ds,,
K

ecENEr

donde ng es el vector normal sobre K, puntando hacia afuera. Para e € Ex N & sean K, K’
los elementos que comparten e. Definimos

[Onup]le = nk(Vup) |k +nr (Vup)| k.

Por lo tanto,

R(v) Q—Z Z/Vuh ngvds, = (f Q—Z/a'Mh’Ude

KeT eelk eclr

Sea J7 el Operador de Clemént del Lema 47, entonces la ortogonalidad de Galerkin implica

R(v) = (V(u—up), Vo) + (V(u—up), V(v — Jrv))a = R(v — Jrv).
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Concluimos con Holder y Lema 47

[R@)| = [Rw—Jro) < 3 /K o= Jro)l + 3 [Bnunl(v — J7v)ds,

KeT eclr
< 2o llo = Jroll g + D 1 0aunlllzellv = Jroll 2

KeT eclr
S 2l Vol 2y + Y N0nunlllz2e b IV 0]l 2w, -
KeT el

Usando Cauchy-Schwarz,

1/2 1/2

|R(v)| < (Z h%{”f”%m()) <Z IIVvlliz(wK)>
KeT KeT

1/2 1/2

+ | D0 helldnunllagey | | D0 V0l

eely eclr

Usando Corolario 45 podemos concluir

IR@)I SIVolTe) Y | Rkl T2+ D, Pell@nunlliz | »
KeT ecENEr

lo que muestra el resultado. O

El dltimo resultado muestra que el estimador 7 := /> et 77%( es confiable. También se puede

mostrar que es eficiente modulo terminos de orden magyor.

Lema 49. Sea Q C R? un dominio, T una malla sobre Q, reqular de forma con constante o > 0.
Sea u € H} () solucion del problema Dirichlet homogeneo del Laplaciano (3.4) y uy, € SE(T) su
aprorimacion de elementos finitos. Entonces existe una constante C > 0 que depende solamente
de o, tal que

n”? <C (IIV(u—Uh)H%wm + > hillf - fKIIi%K)) :

KeT

O

2
L*(K)

convergen por lo menos con orden h%. Si f es un poco mas regular que L?((2), el orden de con-
vergencia serd mas alto adn.

Efectivamente, si consideramos mallas uniformes, entonces las oscilaciones . i o7 h || f— k||
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4.6 Refinamiento local de mallas
Supongamos que tenemos una malla 7, y un conjunto de elementos marcados
Mp={Kq,...,Kn, | K; € T¢}

Nuestro objetivo es fabricar una malla 7;1 donde todos los elementos de M, se han refinado. La
primera restriccion es no aumentar la constante o de la regularidad de forma, pues, las constantes
en todas nuestras cuotas dependen de ella. Una primer idea serd entonces introducir los puntos
medios de todos los elementos de M, como nodos nuevos y refinar los elementos de My. En
Figure 4.1 mostramos dos maneras distintas de refinamiento. Vamos a considerar solamente el

Ao A

Figure 4.1: Izquierda: refinamiento verde. Derecha: refinamiento bisec3.

refinamiento bisec3, pues, es mas facil generalizarlo a dimensiones mayores. Si refinamos todos
los elementos de M, con bisec3, lo que se produce no es una malla segin nuestra definicion,
pues, se producen nodos colgandos, es decir, no se cumple con el punto 3. de Definiciéon 31.
Concluimos que tenemos que refinar elementos adicionales K € T, \ My para producir una malla
Tes1, este paso se llama cierre de la malla. En lo que sigue, vamos a explicar un procedimiento
que se llama Newest Vertex Bisection.

Supongamos que cada elemento K € 7T, tiene una cara destacada, la cara de referencia. En
vez de elementos marcados vamos a pensar en caras marcadas. Para cada elemento marcado,
marcamos todas sus caras,

MY = {e ek | K e M}

. . . 0
Para hacer el cierre de la malla, consideramos todos los elementos que tienen una cara en ./\/l§ )
y marcamos también su cara de referencia,

./\/lél) = ./\/léo) U {e cara de referencia de K | existe e € Ex con e € Mgo)} .
Este procedimiento lo repetimos,

./\/lékﬂ) = ./\/lék) U {e cara de referencia de K | existe e € Ex con e € ./\/l§k)} ;

hasta que ./\/lék) = M§k+l). En otras palabras, todos los elementos K € Ty que tienen una cara
(k)

en Mgk) también tienen su cara de referencia en M,"’. Ahora podemos refinar la malla. Cada



4.7. UN ALGORITMO ADAPTATIVO 55

A A o Ao

Figure 4.2: Newest Vertex Bisection: primera columna: bisecl, segunda y tercera columna:
bisec?, tltima columna: bisecs.

elemento K € 7, se refine segiin Figure 4.2, tomando en cuenta sus caras marcadas en ./\/lék),
para fabricar la nueva malla 7;;. En Figure 4.2, las caras de referencia se sefalan en rojo.
Observamos que las caras de referencias de los elementos nuevos estan al otro lado de los nodos
nuevos. Eso explica el nombre Newest Vertex Bisection. También observamos que si 7; tiene
caras de referencia, entonces las caras de referencia de Ty se eligen de manera automatica.

Teorema 50. Sea Ty una malla. Para cada K € Ty elegimos una cara de referencia. Sea (Te)pe
una sucesion de mallas, donde To11 se produce a partir de Ty usando newest vertex bisection.
Entonces

(i) Existe una constante o > 0 que depende solamente de Ty, tal que todas las mallas Ty son
requlares de forma con constante o,

(ii) Eziste una constante C' > 0 que depende solamente de Ty, tal que

/-1

HTo<#To+C D #M,.

J=0

0

Con respecto a la cota en (ii) observamos que es imposible acotar el nimero de elementos
refinados por el nimero del elementos marcados, es decir, no existe una constante C' independiente
de ¢ tal que

#HTo41 < #To+ CH#HM,.

Sin embargo, la cota en (7i) dice que se puede controla el efecto sumado.

4.7 Un algoritmo adaptativo

Antes de especificar un algoritmo adaptativo, realizamos una pequena adaptaciéon en nuestro
estimador a posteriori residual. En vez de usar las contribuciones locales como en el Teorema 48,
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usaremos las contribuciones

nic = IO flF ey + D wE)20hun]lZ2 ).

eeENEr
donde u(K) es el area de K. Dado que

h2
W(K) < hie < —Kpi < oCu(K),
Pi
concluimos que el estimador a posteriori con las contribuciones recién mencionadas sigue cumpliendo
con el Teorema 48 (confiabilidad) y el Lema 49 (eficiencia) para mallas o-regulares de forma.
Ahora podemos presentar nuestro algoritma adaptativo.

Input: 7 una malla inicial de  con caras de referencia, parametro 6 € (0,1]. Define
{:=0.

(i) calcula solucion discreta uy € St (7T¢)

(i) calcula las indicadores locales

i = W) 10y + ()2 D 0wl

e€li
y el estimador global 77 := > KeT, .

(iii) determina un conjunto M, minimal (es decir, de menor cardinalidad), tal que

7 < > i (4.15)

(iv) determina la malla nueva 7y, donde todos los elementos marcados se refinaron

(v) incrementa ¢ := ¢ + 1 y repite a partir de (i)

Comentario 51. El criterio (4.15) se llama criterio de Dérfler. La suma de los estimadores de
error sobre los elementos marcados My contribuye un porcentage fijo 6 al estimador global 77;/2.
El conjunto M, tiene que ser minimal, es decir, de menor cardinalidad (obviamente, My = Ty
cumple con (4.15)). Notamos que My no necesariamente es unico. Notamos que para 6 = 1,
el algoritmo calcula una sucesion uniforme de mallas. Por otro lado, para 8 muy pequeno, se
producen mallas fuertemente adaptadas. Sin embargo, si 6 es muy pequeno, en cada paso se
van a refinar muy pocos elementos, y al final hay que hacer muchos pasos del algoritmo para
llegar a una tolerancia razonable. Para obtener una buena solucion intermedia entre mallas muy

adaptadas y muchos pasos, se usa 0 = 0.25 en la prdctica.
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4.8 Convergencia del algoritmo adaptativo

Si la soluciéon exacta u del problema Dirichlet homogeneo del Laplaciano (3.4) cumple con u €
H?(2), entonces el Corolario 39 muestra que

[V(u = Geu)lr2(0) < Chelulgzq)

para Gyu € S}(Ty) la solucién de elementos finitos (asumiendo que 7y es regular de forma), donde
hy = maxge7, hie. Es decir, si u € H?(Q) y la sucesion e mallas (7y)een es tal que hy — 0,
entonces

Hu — GZUHHl(Q) — 0. (4.16)
De hecho, no es necesario la regularidad u € H?(Q) para obtener convergencia (4.16).

Lema 52. Sea Q C R? un dominio Lipschitz, y (T;)een una sucesion de mallas reqular de forma
con constante o > 0 y hy — 0. Sea u € H}(Q). Entonces

lu — Geullgro)y — 0

Proof. Sabemos que H}(Q) = C§°(2). Sea €, la constante de la desigualdad de Poincaré. Sea
€ > 0, entonces existe u. € C§°(12) tal que

= el ey < /(2C).

Ademas,
[te — Getie| g1y < Chellte || 2()-
Dado que hy — 0, existe un L tal que para ¢ > L se tiene
e — GZ&EHHl(Q) < e/(2Cp).
Usando el lema de Céa observamos
||u - GZ’LLHHl(Q) < Cp|’LL - G[(L|H1(Q) < Cp|’LL — Ggﬂ€|H1(Q) < CpH’LL — Gga€||H1(Q)

La desigualdad de triangulo muestra el resultado. O

Obviamente, no podemos garantizar que hy — 0 para las mallas producidas por nuestro algoritmo
adaptativo. Para obtener convergencia (4.16) en este caso, vamos a tener que desarollar otros
argumentos. La primer observacion es que las soluciones discretas Gyu del algoritmo adaptativo
siempre convergen - NoO necesariamente a u.

Lema 53. Sea H un espacio de Hilbert y Xy, C H subespacios discretos de dimension finita con
la propiedad Xy C Xyy1. Sea Py : H — X, la proyeccion ortogonal. Entonces, para cada uw € H
eriste uss € H tal que Ppu — Uno. O
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Proof. Definimos el espacio

X,

s

Xoo i=

o~
Il

1

Notamos que X, es cerrado por construccion, por lo tanto Hilbert, y existe la proyeccién ortog-
onal Py : H - X. Sea kg := dim X,. Dado que los X, tienen dimension finita y X, C X411,
podemos usar el procedimiento de Gram-Schmidt para encontrar un sistema ortonormal (goj)]o.’;l

en X, tal que (goj)?il es una base de X,. Por construccion, el span de (gpj);il es denso en X,
y un resultado de anélisis funcional nos dice que cada v € X, tiene la representacion

o0
Z v ‘;DJ HPj-
j=1

Para u € H vemos
oo o0
ot = (Poott, 05) 05 = > (0, 0;)m9;.
J: ]:1

Dado que Pyu = Z;?‘Zl(u,goj)Hgoj, obtenemos Pyu — Pyu. O

Observamos entonces lo siguiente. Si (77)7,, es una sucesién de mallas con S} (77) C S3(Te+1),
entonces se cumple el marco del wltimo lema, usando H = (Hg(Q),[IV - [ 12¢)) v Xe = S§(To).
En este caso, Gy = Py, y por lo tanto Gou — us € Hg(Q).

(i) Sila sucesion (7;)72,, cumple con hy — 0, entonces Xoo = H, es decir uq = Poou = Pyu =
u, y por lo tanto ||V (u — Geu)|r2(q) — 0. Eso ya sabiamos de Lema 52. Este caso aplica
a una sucesion de mallas uniformes, por ejemplo.

(i) Sila sucesion (7;)72, no cumple con hy — 0, entonces Xo, # H. El Lema 53 dice que Gou
converge a un elemento u, pero dado que Xoo # H no podemos concluir que s, = u.
Este caso aplica en primer instancia a nuestro algoritmo adaptativo.
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Para poder concluir Gyu — u atn en el caso del algoritmo adaptativo, usaremos el proximo
resultado. Para 7, una malla, u; = Gpu sea la aproximacion a u de elementos finitos. Para una
funcion discreta vy € S& (T¢) y un elemento K € 7T, usaremos la notacion

(K, 00)” = U G20y + )Y Y0 0wl

eeENEr

Para un subconjunto M, C 7; escribiremos

me(Me,ve)® = > nu(K,ve)?, y en particular n;(ve)® := 1¢(Tz, v)*.
KeM,

Teorema 54 (Reduccion del estimador). Sea (7)72, una sucesion de mallas construidas con
Newest Vertex Bisection, en particular S¢(Ty) C SE(Tex1). Sea My el conjunto de elementos de
Te que se tienen que refinar para generar Topi. Sea (ug)S, con up € S&(’]}) una sucesion de
funciones discretas. Si con un 6 € (0,1) se cumple

Ome(ue)® < me(Me,ug)?, para todo ¢ > 0,

entonces se tiene la siguiente reduccion del estimador: existe p € (0,1) tal que para todo 6 > 0
existe una constante Cs > 0 tal que

N1 (ue1)? < (14 0)pine(ue)® + G|V (uer1 — ue) |32

Proof. Primero sean vy, wy € S& (7¢). Entonces la desigualda del triangulo implica

1/2
mewo) = | 32 wE) B+ S w(E) 20wl
KeT, eeENET
1/2
< ST e+ S B2 [Bawe |2
KeTp eeENET
1/2
+ D0 D wE)[0n(ve — w720
KeTyecExNEr
Transformacion al elemento de referencia y el teorema de traza muestra
1/2
Z Z 1/2|| (Ve W)]H%%) < C|[V(ve - W)||L2(Q)

KeTyeeExNEr

asi que

ne(ve) < ne(we) + C|IV(ve — we)lz2(0)-
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Notamos que vy € S§(T7) C S§(Tes1). Si K € My y K' € Typq con K/ C K es uno de sus
hijos, entonces pu(K') < pu(K)/4. Ademas, si e es un eje de K’ en el interior de K, notamos que
[Onve]le = 0. Por lo tanto,

1
Z 77%+1(W,K,) < 5775(1)@7[{)27
K’ hijos de K

es decir,

1 1
> Moy (vg, K')? < 5 > (v, K)? = gﬂz(w,Mz)Z
K’€%+1 KeM,
K’ es hijo de KeM,

Por otro lado,

> e (e, K2 <0 Y0 me(vg, K7 = mu(og, To \ Mo)® = ne(ve)® = ne(ve, My)*.
K,E'Tg+1 Keﬁ\Mz
K’ no es hijo de KeM,

Concluimos
o1 (ue)® = nera (g, Ter)? = > nev1(ug, K')? + > Nes (ug, K')?
K'e€Tiq K'€Tp41
K’ es hijo de KeM, K’ no es hijo de KeM,
1
< <§ — 1) ne(ug, M) + ne(ug)?

2

= 10(ug)’ (1 - g) :

Con p := (1 — 6/2) concluimos con la desigualdad de Young

< <l - 1) One(ue)? + ne(ue)?

Mer1(ue1)® < (14 8)nesr (ue)® + Cs[|V (werr — o) 720
< (1+6)pne(ue)? + Cs||V (ugy1 — W)H%?(Q)‘

Como consecuencia del Lema 53 y del Teorema 54 concluimos el siguiente resultado.

Corolario 55 (Convergencia del algoritmo adaptativo). Sea (ug)j2, la sucesion de soluciones
del algoritmo adaptativo. Entonces uy — u en H(Q).
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Proof. Segun Teorema 54,
M1 < (L4 68)pm; + Csl|V (uer1 — ue)l| 20y
para todo > 0. Fijamos 0 tal que k := (1 +0)p < 1. Segtn Lema 53, la sucesion
ag = C5[|V (upr1 — ) 220
converge a 0. Por lo tanto,
77%4—1 < "477% + Qy,

y concluimos que 7y — 0. Dado que 7, es confiable, concluimos uy — u. O
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4.9 El lemma de Strang

4.10 Error de elementos finitos en otras normas

Sea Q C R? un dominio Lipschitz, 7 una malla sobre Q. Sea u € H(f2) solucién del problema
Dirichlet homogeneo del Laplaciano (3.4) y u;, € S¢(T) su aproximaciéon de elementos finitos.
Ya sabemos que el error en H' converge con orden h, es decir

[ = unll (@) < Chllull g2 ()-

En esta seccién nos preguntamos si podemos obtener una cota mejor al medir el error en una
norma mas débil, por ejemplo en L?(€2). Los argumentos que se ocupan en este caso se llaman
argumentos de dualidad o truco de Aubin-Nitsche.

En la seccién 4.4 hemos visto que si Q C R? es Lipschitz y convexo y v € H(Q) es la solucién
débil de —Av = f, entonces f € L?(Q) implica v € H?(2). En particular, eso significa que existe
una constante Creg > 0 independiente de f tal que

vl 20y < Cregll fllz2()-

Teorema 56. Sea Q C R? un dominio Lipschitz, T una malla sobre Q. Sea u € H(Y) solu-
cion del problema Dirichlet homogeneo del Laplaciano (3.4) y up € S&(T) su aproximacion de
elementos finitos. Si ) es convexo, entonces

|u = upll2() < CRV(u —un)ll 12,
Proof. Sea w € H}(Q) solucién del problema

—Aw=u—uy in €,
w =20 sobre 992.

Segtin las condiciones del teorema, w € H?(Q) y
[wll2(0) < Cregllu — unllp2()-
Sea wy, € S§(T) la aproximacién del elementos finitos a w. Entonces

[u = unll72i) = (Vw,V(u—up))o = (V(w = wp), V(u = up))a

< |[V(w = wp)|l 21V (v = up)| £2()
< Chllwllg2)|V(u — up) 2 (o)
< CCreghllu — up |l 200 IV (u — up)|[ 22 (-



Chapter 5

Elementos finitos para problemas
parabodlicos

El objetivo de este capitulo es estudiar métodos de elementos finitos para problemas parabélicos.
Sea © C R% un dominio Lipschitz y T un tiempo final. Dadas funciones f y ug, estamos buscando
una funcion u(x,t) que resuelve la ecuacion de calor

W —Au=f in Q x (0,7,
u(z,t) =0 para todo x € 9Q,t € (0,T),
u(z,0) = up(z) para todo x € (.

Vamos a integrar por parte el Laplaciano para llegar a la siguiente formulacion débil: Para
feC(0,T;L3(Q)) vy up € HX(), hallar u € C*([0, T); HE(Q)) tal que

(W' (t),v)q + (Vu(t), Vo) = (f(t),v)q para todo v € H&(Q),

5.1
u(0) = ug (51
Notamos que hay formulaciones atin mas débiles que permiten ug € L?(€2).

Recordamos continuidad y diferenciabilidad de funciones con valores en espacios de Banach. Por
ejemplo, si u: (0,7) — X para un espacio de Banach X, entonces se dice que u es diferenciable
en t si existe un u/(t) € X tal que

lim [~ (u(t + h) — u(t)) — '(t)||x =0.
h—0
Si X = H es Hilbert, entonces u € C((0,7), H) implica que t — [lu(t)||% es diferenciable y

d 2

Primero mostramos un resultado que establece estabilidad de una solucion de (5.1), y, dado que
es lineal, su unicidad.

63
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Teorema 57. Si u es solucion de (5.1), entonces

t t
I90(t) 220 + / I ()22 s < IV 0l2qy + / 1 (5) 122y ds-

Si, ademds, a > 0 es la constante de elipticidad aHvH%{I(Q) < (Vv,Vv)q, entonces

t
u(®)l 120y < €™ Mluollr2q) +/0 e £(5) | 2o ds-
Proof. Notamos que Vu € C1((0,T); La(f2)), y que
Ik~ (Vu(t + k) = Vu(t)) = Vo' (6)] 2i) S 157 (ult + k) = ult) =o' ()] g3 o)

Tomando el limite & — oo vemos que (Vu(t)) = Vu/(t). Para mostrar la primera desigualdad,
usamos en (5.1) la funcion test v = u/(s),

(u'(s), 4 (s))a + (Vu(s), Vi'(s)a = (f(s),4(s))e,
y la observacion anterior nos lleva a

1d 1 1
[/ ()12 (@ + 5@\%(8)\\%2(9) < §”f(3)H%2(Q) + §|’u,(3)”2L2(Q)'

Por lo tanto,
d
6/ ()lIZ2 () + - IVu(S) 720y < 1 (5720,

e integrando de 0 a t muestra la primera desigualdad. Para mostrar la segunda desigualdad,
supongamos primero que |[u(s)||z2(q) > 0 para todo 0 < s < t. Entonces notamos que

dp (W), u)a
Ol = ey

Usando v = u(s) en (5.1) obtenemos
d 2
HU(S)HLZ(Q) a”u(t)”m(ﬂ) lt=s + CYHU(S)”Lz(Q)

< o) ltoy (g5 1Olz0) ) ms + (Fls), Futs

= (u'(s), u(s))a + (Vu(s), Vu(s))a
= (f(s),uls)) < ()2 lluls)lr2@),

y usando que |lu(s)|z2(q) > 0 para todo 0 < s <,

d
(EHU@)HH(Q)) lt=s + OZHU(S)HB(Q) < Hf(3)||L2(Q)-
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Eso implica

d o2 as
= (€ u®l2@) [, < eI G)z2@)-

Integrar la dltima desigualdad de 0 a ¢ muestra el resultado. En el caso [lu(s)|z2(q) = 0 para

algtin s, se aplica el mismo argumento a la funcién \/ |]u(s)”2L2 @ TE ]
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5.1 La formulaciéon semidiscreta con elementos finitos

Primero vamos a discretizar solamente en 2. Sea 7 una malla de €2, entonces la formulacion
semidiscreta de (5.1) es: hallar u, € C1([0,T]; SH(T)) tal que

(uh,vn)e + (Vun, Vop)a = (f(t),vn)a  para todo v, € Sp(T), (5.2)
up(0) = uop, '

donde wqp, es una aproximacion a ug. Sea {¢1,...,d,} una base de 86(7'), entonces podemos
escribir uy(z,t) = Y70 uj(t)d;(z). Siuwon = D7 uo ;¢ , entonces (5.2) se puede formular
como

Z u;(t)((b] ) (bk)ﬂ + Z uj(t)(v¢] 3 V(bk)ﬂ - (f ) ¢k)ﬂ7 para todo k = 17 ceey N
j=1 j=1
Uj(O) = up,j-
Es decir, si A,;M € R™*" son las matrices dadas por

Aj,k: (V¢k7v¢])ﬂa Mj,k:(¢k7¢j)ﬂa jak:17"'7n7

entonces la funcion vectorial u(t) = (uy(t),...,u,(t)) resuelve
Mu' + Au = b,
R, (5.3)
u(0) = uy,

con la funcion vectorial b(t) dada por bg(t) = (f(t),¢r)q. La matriz A es nuestra matriz de
elementos finitos, y ya sabemos que es simétrica y definida postiva. Notamos también que M es
simétrica y definida postiva. En particular las dos matrizes son regulares, y vemos que la funcion
u es solucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

u=M'b-M'Au,
u(0) = uyg.

Dado que f es continua en el tiempo, concluimos que el (5.3), respectivamente (5.2), tienen tnica
soluciéon u.

La demostraciéon de Teorema 57 se puede copiar literalmente para obtener el siguiente resultado.

Lema 58. Sea uy € C*([0,T);S3(T)) solucion de (5.2). Entonces

t t
IV (8) 23 + /0 et (5) 22y ds < [ Vion 22y + /0 1F(5)]122qy s,

t
lun ()]l 22 () < e [luonllz2(0) +/0 e f(5)l| 20 ds.
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Ahora acotamos el error [[u(t) — up(t)||z2(q)-

Teorema 59. Sea u solucion de (5.1) y up € CL([0,T);SE(T)) solucion de (5.2). Sea Gy, :
H}(Q) — SHT) la proyeccion de Galerkin con respecto al Laplaciano, es decir

(VGru,vp)a = (Vu,Vup)a para todo vy, € 86(7').
FEntonces
[V (u(t) = un()llr2) < IV(ut) — Gru(®))l 12

t 1/2
+ IV(Grug — u()h)||L2(Q) + </ ||u'(s) — Ghu,(S)H%Z(Q) ds,) ,
0

[u(t) = un ()|l 2 ) < lu(t) — Gru)|l 12

t
+ e NGhuo — uonll 20 +/ e )|/ (5) — Gpt! () | 2y ds.
0

Proof. Podemos escribir u(t) — up(t) = p(t) + 0(t) con pp(t) := u(t) — Gru(t), Op(t) := Gru(t) —
up(t). Notamos que por la desigualdad de triangulo sera suficiente acotar . Primero, Gpu €
C([0,T),84(T)). Ademas, por la linealidad y continuidad de Gy,

Ik~ (Grult + k) = Gru(t)) — Gp' ()| gy oy S I8 (ult + k) —u(t) =o' (6)] g @)

y tomando el limite k& — 0 obtenemos (Gxu(t))" = Gpu'(t), en particular Gyu € C1([0,T], SE(T)).
Por lo tanto, 0, € C1([0,T],S3(T)). Ademas, para v, € S(T),

Vu(t) , Vvh)g
s),vn)a — (W' (t), vn)a
o+ (uﬁl(t) sup)a + (Vup(t), Vop)a,

es decir, 6, € C1([0,T],SL(T)) resuelve

(05,(t),vp)a + (VOr(),Vop)a = —(p'(t),vn)a  para todo vy, € 36(7'),
Hh(O) = Ghuo — UQh-

El Lema 58 implica lo enunciado. O

Consecuencia del dltimo resultado son los siguientes ordenes de convergencia, donde involucramos
errores en H' y, usando Aubin-Nitsche, en L?(Q) de la proyeccion de Galerkin Gy,.
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Corolario 60. Sea u solucion de (5.1) y uy € CH([0,T);SEH(T)) solucion de (5.2), donde ug, =
Gpug. Entonces

1/2
IV (u(t) — un (@)l r2(@) < Ch (Hu N m2@ (/ [ (s ”HZ(Q> )

Hu(t)—uh<t>uLz<m§Ch<uu )20 / It (5) sy )

Si Q C R? es convexo, entonces

1/2
HV(U(t)—Uh(t))HLzm)SCh(Hu )20 + (/ ' ()13 0 > )

loa(t) — wn(8)l 2y < Ch (Hu o / e (5)]l o ) ,
u(t) — up(t)]| 2 < Ch? <”u(t)”H2(Q) +/0 [/ ()] 22 dS) :

5.2 Discretizacién completa

Para obtener un método computable, vamos a discretizar la derivada temporal en (5.2) usando
métodos para ecuaciones diferenciales ordinarias. Vamos a ver que es necesario usar métodos
implicitos. Como motivacion, consideramos el problema de valor inicial

y'(t) + Ay(t) =0,
y(0) = yo
con A > 0. La solucién exacta es obviamente y(t) = yoe™, y dado que A > 0, obtenemos

lim y(t) = 0.

t—o0

El Euler explicito en este caso se lee y;11 = y; — kAy; = y;(1 — Mk), es decir, y; = yo(1 — k).
Por lo tanto, si Ak > 2, entonces |1 — Ak| > 1, y concluimos

jlgn ‘y]‘ =



5.2. DISCRETIZACION COMPLETA 69

En otras palabras, el Euler explicito no refleja el comportamiento cualitativo de la solucién, salvo
en el caso
2

k< Y
Es decir, si A > 0 es muy grande, necesitamos un paso temporal k£ muy pequenio para recuperar
un comportamiento cualitativo importante. Por otro lado, el Euler implicito y; = yo/(1 + k)
no sufre del mismo efecto y se prefiere en este caso. Para aplicar los mismos argumentos a
nuestro problema (5.3), tenemos que desacoplar el sistema de EDOs primero, es decir, diago-
nalizar M—1A. Notamos que los autovalores de esta matriz son exactamente los autovalores de
M~Y2AM1/2. Esta dltima matriz es simetrica y definida positiva, y la podemos diagonalizar
en una base orthonormal \Nf,

M Y2AM Y2 = VDV,

donde D es la matriz diagonal con los autovalores (que son todos reales y positivos). Si definimos
V := M~ 1/2V, entonces VMV =1y V'AV = D, y con u = VU nuestro sistema (5.3) es
equivalente a
7 +Du=V'p,
ﬁ(O) = VTuo,

Concluimos entonces que si los autovalores de M—Y/2AM~1/2 es decir, de M—' A, son grandes,
entonces una discretizacion temporal con un Euler explicito sufrird del mismo efecto antes men-
cionado. Ahora sea T una malla de ) con resolucién h. Consideramos ¢, € S}(7) una funcion

techo asociada a un nodo. Escribimos ¢, = > QG Vj, donde v; son los elementos de la base V.
Dado que

L [VoelZaiy = D adA,
J

W~ |6 l72) = D afs
j

podemos ver que \;j ~ h=2.

Discretizamos entonces la derivada temporal usando un método de Euler implicito. Sea k > 0 el
paso temporal y t,, := nk. La formulacion (5.2) se transforma en

(up ™ vn)a + k(Vup ™, Vop)o = k(f(tas1)  vn)e + (ufy ,op)e - para todo vy, € S5(T), (5.4)

0 _
Uy, = UQh,
En notacién matricial, eso se lee

(M + kA)u"! = kb™ ™! + Mu™.



70 CHAPTER 5. ELEMENTOS FINITOS PARA PROBLEMAS PARABOLICOS

Teorema 61. Sea u solucion de (5.1) y u} solucion de (5.4). Entonces, para n > 1,
[u(tn) — upllzz) < lu(tn) — Gru(tn)ll2@) + 1Gruo — vonllz2()
tn tn
[N = D ey ds [ e s

Proof. Escribimos u(t,) — up = pj + 0}, con pj := u(t,) — Gpu(ty,) vy 0} = Gpu(t,) — uj. Por
la desigualdad de triangulo sera suficiente acotar ;. Vamos a ver la ecuacion que resuelve 6}.
Anotamos 007 = k~1(07 — 07~ '), entonces

(592 , Uh)Q + (V@Z , Vvh)g = (gGhu(tn) , 'Uh)Q + (VGhu(tn) , V’L)h)Q — (guz , 'Uh)Q — (Vuz , Vvh)g
= (0Gpu(tn) , vn)o + (Vultn), Vop)a = (f(ta), vn)
= (0Ghu(tn) — u'(tn) , vn)a-

Usando vy, = 0} llegamos a
1071120y — (01", 07) = k(365 ,67)er < K[OG hu(tn) — v’ (tn) ]| L2 107 1] 220
es decir
1071 2y < 165 2 () + KIOGRu(tn) — u'(ta) ]l 2(0)
Aplicamos esta tltima desigualdad recursivamente, obtenemos
1630 2() < 103l 22() + Z k|0Gru(t;) — o' ()] 120
j=1

El primer termino al lado derecho es obviamente ||92HL2(Q) = ||Gruo — uon||12(q). Para acotar la
suma, escribimos

IGpu(ty) — u'(tj) = (OGhu(ty) — du(ty)) + (Julty) — u'(t;))

y notamos

G pult;) — Dulty) =k /t " (G — 1 (s) ds.

j—1

Por lo tanto,
n tn
> kOGhu(ty) — Bu(t)| 120y < Z/ 1(Gh — Du'(s) 2 dS—/O 1(Gh — D)u'(s) L2 () ds-
j=1
Ademas, integracién por parte muestra

Maﬁﬁ—w@ﬂzuw%ﬂﬁpﬁ—mﬁﬂz—lj@—%AMWQ%,

j—1
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y por lo tanto

n tn
S kluty) — o () 2y < K /0 e (3)l| 2 e ds.
7j=1

O

Como en el caso del método semi-discreto, el ultimo resultado implica los siguientes ordenes
de convergencia, donde involucramos errores en H' y, usando Aubin-Nitsche, en L%(Q) de la
proyeccion de Galerkin Gy,.

Corolario 62. Sea u solucion de (5.1) y uj solucion de (5.4), donde ugp = Gpug. Entonces

tn
[[u" (5)]| 2 () ds.

tn
lulta) — 120 < Ch (Hu(tn)llmm) i /0 1 () 260 ds) Tk /0

Si Q0 C R? es convexo, entonces

tn tn
||u<tn>—u;z||m<m§0h2<||u<tn>||mm>+ /0 uu’<s>||m<mds)+k | ey as.

5.3 Valores iniciales no regulares

A partir de ahora supongamos f = 0, es decir v/ = Au. Del curso de EDP sabemos que si
up € L?(f2), entonces u es suave para cualquier tiempo positivo, es decir, para cualquier ¢ > 0
se tiene u € C®°( x [¢,T]). Ademas, se puede mostrar que para ¢t > 0, se tiene para cualquier
m € Ny

u(t) € H™(Q) == {v e H™(Q) | (Av)|pa =0, 0<j<m/2}.
Notamos que HO(Q) = L2(Q), H(Q) = HL(Q), H2(Q) = HL(Q) N H2(Q).

5.3.1 Valores iniciales en H}(Q)

Si el dato inicial cumple ug € H&(Q), entonces se sabe que
we C(0,T]; Hy (),  uwe CH(0,T); L*(2)).

Teorema 63. Sea f = 0, ug € HL(Q), y sea u € C([0,T); HX(Q)) N CH(0,T); L*(2)) una
solucion de (5.1). Entonces

1 ¢ 1
§Hvu(t)‘|%2(9) + t||AU(t)||i2(Q) + t2||VAU(75)||%2(Q) + 2/0 82”A2UH%2(Q) ds = §||VUOH%2(Q)‘
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Proof. Si f =0, entonces de la demostracién del Teorema 57 podemos concluir

1 ! 1
SIVu®) 2y +/0 1Au(s)|[72 ) ds = 5 Vo2 ).

Notamos que
d
s 1Au(s) 320 = 18u(s) |2y + 25(Au(s), At (5)) = [[Au(s)] 20 — 25V Au(s) 22 g

Integrando de € > 0 a ¢t y tomando en cuenta que EHAU(E)”%Q(Q) — 0, pues fot [Au(s)[|35q) ds <
00, obtenemos

t t
| 18U oy s = AUy +2 [ IV AU
Luego, notamos que
d
Eﬁ”VAu(s)HZLQ(Q) = 25[|VAu(s)|[72(q) + 25> (VAu(s), VAU (s))a = 25]|VAu(s)[|72 o) — 257 | A% 720

Integrando de € > 0 a t y tomando en cuenta que 2|V Au(e) ||2L2(Q) — 0, pues f(f s[|[VAu(s )HL?(Q
00, obtenemos

t

¢
2 [ ST AU e ds = I TAU0 ey +2 [ 1A%
0 0
lo que muestra el resultado. O

En Corolarios 60 y 62 necesitabamos para € C R? convexo por lo menos
L L
w € HAQ) v tambien /0 /() a1 g s = /0 | Au(s) 111y ds < 00

para obtener orden de convergencia h. Tomando en cuenta el iltimo resultado, podemos esperar
que

[AWt) || 71(0) ~ t I Vuoll 22 ()

y por lo tanto ug € H(2) no sera suficiente regularidad para obtener f(f |Au(s)| () ds < 0.

En otras palabras, la condicion fot | Au(s)|| g1 () ds < oo es mas fuerte que ug € Hj(Q2), y nuestro
primer objetivo seré evitarla. Es convemente 1ntr0du(31r un poco de notaciéon: Para £ € H~1(Q)
definimos (—A)~% € H}(2) como la soluciéon del problema Dirichlet con lado derecho ¢, es decir

(V(=A)"Y,Vv)q = £(v) para todo v € H(Q),
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en particular (—A~1) es lineal y continuo,

I(=2)" 10y S lla-1.0)-
Notamos que el operador (—A)™1: L%(Q) — H(Q) es positivo y simétrico en L%(12),
(=2)'g.9)e = (V(=A)71g,V(=A)"'g)a > 0,
(=A)7g, Nla = (V(=2)"'¢, V(=) fla = (9. (=A) "' f)a.

Notamos que también T} := Gj(—A)~! es lineal y continuo, y simétrico y definido positivo en
L2(9).

v

Lema 64. Tenemos

t t
/0 l[u(s) — Uh(3)|’2L2(Q) ds S Jluo — uOhH%{*(Q) +/0 [u(s) — Ghu(s)”%%m ds,

Hu(t) — wn Ol S tutt) = Grult) ey + o — vonlFy-s o
[ 1) = Gty + 5214~ G () s
Proof. Sea ep(s) := u(s) — up(s). Notamos que para todo v, € SL(T),
(€h(5). ) = ((9) = wh(s) vn)e = (Vi (s) = u(s)), Vonlo = (V(un(s) ~ Buu(5), Vo),
es decir Tye), (s) = GLAT e, (s) = Gp(un(s) — u(s)) = un(s) — Gru(s), y por lo tanto
Then(s) + en(s) = u(s) — Gpu(s) = pp(s). (5.5)

Por la simetria de T},

d

75 (Then(s) en(s))a = 2(They(s), enls))a,

y multiplicando (5.5) con ey (s) e integrando sobre € obtenemos

%(Theh(s),eh(s))g +2[len () 1720y = 2(on(s) s en())a < lon(9)I720) + len(s) 72

Integrando de 0 hasta t obtenemos, usando la continuidad de T},
t t
(Theh(t)yeh(t))QJr/O llen(s)l 720y ds < (Then(0), en(0))o +/ lpn(3)| 720y ds

< en(0)3 -+ / lon(5)22(c

y dado que T}, es definido positivo obtenemos la primer desigualdad.
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Para demostrar la segunda, multiplicamos (5.5) con 2se}, (s), integramos sobre 2 y usamos que
T}, es definido positivo para obtener

d
s llen(s)[32(q) < 25(ps(5) s ¢h(5)a

Dado que
d d
Sgueh(s)uiqg) = %Sueh(S)H%?(Q) - ||€h(5)||i2(9)

s(ps(s),eh(s))a = %S(Ph( )sen(s)a = (pn(s), en(s))a — s(pn(s), en(s))a

obtenemos

d d
ESHeh(S)H%Z(Q) < llen(s)l 720 + 2--5(pn(s) en(s))a — 2(pn(s)  en(s))a — 25(pp(s),ep,(s))a-
Ahora integramos de 0 a t y usamos Cauchy-Schwarz,

tllen(®)lIZ2 () < 2t1on (1) L2 len®)llz2(@)

t
+ /0 (Heh(S)H%Z(Q) ds + 2| pn ()l L2y llen ()l 2 ) ds + 23”plh(3)HL2(Q)Heh(s)”LQ(Q)) ds
Usando la desigualdad de Young obtenemos el resultado. O

Ahora podemos evitar la regularidad fg |Au(s)|| g1 (q) ds < oo y obtener orden de convergencia
h, uniformemente en ¢, si ug € Hg(€2).

Corolario 65. Si Q C R? convexo, entonces para ug € H&(Q) y upp = Gpug. Entonces

[u(t) = un(®)llL2(0) < Chlluollm (),
donde C > 0 no depende de h o de t.

Proof. Empezamos con la segunda desigualdad de Lema 64,

tlut) — un(®)72(q) S tlult) — Gru®) 2y + luo — uonllF-1(q)

/ lu(s) = Guu(s)|72() + 5°[w'(s) = Gt ()72 ds-
Luego, por Teorema 63,

() — Gru(®) gy S h2IVu(®) By S theI Vol oy
[ 1066) = Ga) sy s < 17 [ 196 gy s S 021 W el
/0 524 (5) — Gt ()22 gy ds S 2 /0 [V () 22 gy ds < th? [ Vol ey

Ademas,

luo — GruollF-1(0y < lluo — GruollFzgy S P2 IVuollZ2 (-
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5.3.2 Valores iniciales en L?(2)

La regularidad ug € H&(Q) es muy fuerte para muchos problemas en la practica. Se sabe lo
siguiente:

(i) Si f =0y el dato inicial cumple ug € L?(£2), entonces
ue C(0,T;L*(Q), weC((0,T);Hi(Q), wueCY(0,T);L*(Q)).
(ii) Si f € L2((0,7); L*(Q)) y ug € H(£2), entonces
we C(0,T); HY(Q),  uwe CH(0,T); L*()).

Primero demostraremos un resultado parecido al Teorema 63.

Lema 66. Dado las condiciones (i) de arriba, se tiene para t € (0,7,

1 ¢ 1
5”“@)”%%9) +HVult) |2 () + 1 Au) |72y + 2/0 sV (5) |72 ds = §HUOH2L2(Q)'

Proof. Primero mostraremos

1 ¢ 1
5”“@)”3(9) +/0 HVU(S)H%%Q) ds = §||U0||L2(Q)- (5.6)

Podemos usar v = u(s) en (5.1), e integrando por partes, dado que v’ € C((0,T); L*(Q)),
obtenemos

d (5.1)
u5) 2y = 20 (5) uls)) 2y 2 = IV u(s) g
Por lo tanto, integrando de £ > 0 hasta ¢,
1 2 ! 2 1 2
SO+ [ ITul ds = 510
Dado que u € C([0,T]; L?(f2)), el limite ¢ — 0 muestra lo deseado.
Ahora notamos que

d
ESHVU(S)”%%Q) = [ Vu(s)[72(q) + 25(Vu(s), V' (s))a = [[Vu(s) | 72(q) — 2s[|Au(s)l[72(q)-

Integramos de ¢ hasta t y pasamos al limite ¢ — 0. Ya sabemos que HVU(S)H%Q(Q) es integrable,

por lo tanto €||Vu(€)\|%2(m — 0, y obtenemos

+ t
/OHW(S)Hgg(Q)ds:z/O sllAu(s)[[Z2(q) ds + I Vu(t)]|72q)-
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Notamos que
d
£32”AU(3)”2L2(Q) = 2s]|Au(s) |72 (q) + 257 (Au(s), Au/(s))a = 2s]|Au(s) |72 (q) — 252 VU/ () [I72(0y-

Integramos de € hasta ¢ y pasamos al limite ¢ — 0. Notamos que ya sabemos que s\|Au(s)\|%2(Q)

es integrable, por lo tanto E2HAU(E)”2L2(Q) — 0, y obtenemos

t t
QAéﬂAuwﬂﬁamdSZfﬂAU@NEqm-%2[;ﬁﬂvwwﬂﬁwmd&

y con eso se concluye el resultado. O

Lema 67. Sea Q C R? convezo y f € L*((0,T); L?(2)). Segiin la condicion (ii) de arriba, sea
w € C([0,T); HE () N CH(0,T); L*(Q)) solucion de

(w'(t),v)q + (Vw(t), Vo)a = (f(t),v)q  para todo v € HY(S),
w(0) = 0.

Sea wy, la aproximacion dada por

(wﬁl(t),vh)g + (th( ) V’L)h)Q = ( ( ) 'Uh)Q para todo vy, € 5&(7),
wp(0) = 0.

Entonces existe una constante C' > 0 tal que para todo t > 0,

/ww — wh () ®<C/Hme
AHwa%ﬂ%@mﬁmmBSCWAHﬂﬁﬁmnﬁ

Proof. Por la desigualdad de Young,

/ww whwmm@<cjuw ()22 + 10 ()

Como en la demostracion de Teorema 57, usando v = w'(s),

d
[0’ ()l 720y + %va(s)”%%ﬂ) < ()17 2()-

Dado que w(s) — 0 in L?(2), se concluye que Vw(s) — 0 in L?(12), y obtenemos

/uw 220 w<0/uf|mm
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El mismo argumento se aplica a wy,.

Sea e(s) := w(s) — wp(s) y p(s) := w(s) — Gpw(s). Notamos (€'(s),vn)a + (Ve(s),Vop)g =0
para todo vy, € S& (T), luego, usando Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young,

(¢/(5). e())a + (Ve(s). Ve(s))a = (¢/(s) . p(s))e + (Ve(s) Vo(s))a
< C (R 6) Ry + h210(3) By + 1IN0 o)) + 5 1Ve(s) ey,

es decir

d _
EHG(S)H%Z(Q) + HVG(S)H%Z(Q) <C <h2”e,(3)”2L2(Q) +h 2”/’(3)\\%2(9) + HVP(S)”zLQ(Q)) '

Integrar y usar [[e(0|z2(q) = 0 llegamos a

t t
/0 IVe(s)]12q ds < C / B2 () 22 + B2 0(8) 22y + IV0(5) |2y
t
< cn? /0 ¢/ (5) 2203y + 10(3) 2 e s

t
<r [ 176 a b

donde usamos la regularidad eliptica [[w(s)||g2) < [1£(5)z2(@) + W' ()l 12(q) ¥ los resultados
anteriores. O

Primero mostraremos que se puede obtener orden h en la norma L2((0,t); L?(12)).

Lema 68. Sea 2 C R? convero. Sea u solucion de (5.1) con ug € L*(Q) y f =0, y sea uy, su
aprorimacion semidiscreta por elementos finitos con ugp, = pug. Entonces existe una constante
C > 0 tal que para todo t > 0,

t
||€(3)||%2(Q) ds < Ch2||uo||%2(9)-
0

Proof. Sea e(s) := u(s)—uy(s). En particular, e € L2((0,T); H} (2)). Consideramos el problema

w'(s) — Aw(s) = e(t — s),
w =0,
w(0) =0,

y sea wy, su aproximacion por elementos finitos. Segin Lema 67 existe una constante C7 > 0 tal

que
! 2 2 2 K 2
/0 ! (5) = wh($)|3z(y + B2V (w(s) — wi(s))l[32q ds < C /0 le(s) 22y s, (5.7)
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y C1 > 0 no depende de t. Notamos que

Concluimos entonces

let = )32y = (W (5) elt — 8))a + (Vaw(s), Vet — 5))a
d

= E(w(s) ce(t —s))a + (w(s), €t —s))a + (Vw(s), Ve(t — s))a

2 L (o), eft — 5))a + (w(s) — wnls), (¢ — )+ (V(w(s) — wa(s), Velt  5))a
= L (wn(s), elt — o+ (0/(s) — wh(s), et — s))o + (Va(s) — wn(s)), Velt — 5))o
O L (5), et — )+ (') — wh(s), ot — )+ (V(an(s) — wn(s)), Vlt — 3))o

en donde p(s) := u(s) — Gpu(s). Ahora integramos ambos lados en s de 0 hasta ¢ y obtenemos,
usando la desigualdad de Young,

| o) ds < (une). @) = (wn(0) et
+e [ 10/(6) = 0h0) s+ 2V () = () oy s

t
+C€4£HM$ﬁym+hWVM$ﬁmn®-

Notamos que wp(0) = 0, y por ortogonalidad, (wp(t),e(0))q = (wp(t),up — Hpup)o = 0. Us-
ando 5.7 y un ¢ con eCy < 1/2, obtenemos

t t
Ammmamwscénmwmmwwwwmmamw

< o [ 1Vl e ds

< CthUOH%Q(Q)a
donde la tdltima desigualdad se concluye del Lema 66, cf. (5.6). O
El dltimo Lema nos permite mostrar el siguiente resultado.

Lema 69. Sea 2 C R? convero. Sea u solucion de (5.1) con ug € L*(Q) y f =0, y sea uy, su
aprorimacion semidiscreta por elementos finitos con ugp, = pug. Entonces existe una constante
C > 0, independiente de t y h, tal que

lu(t) = un(®)ll 2 () < Cht™"?|fuo| L2 (o)
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Proof. Escribimos u(t) — up(t) = p(t) — Op(t) con p(t) = u(t) — Gpu(t) y On(t) = Gru(t) — up(t).

Entonces, por Lema 66,
o)l z2(0) < CRIVU®)|L2(0) < Cht™"?|luo| 2@
Como en Teorema 59 vemos que 0, € C1([0,T],S¢(T)) resuelve
(05,(s),vn)a + (VO(s), Vor)a = —('(s),vn)a  para todo vy, € SE(T).
Usamos vy, = 2s0j(s) y obtenemos

& s1180(5)22(0 + 25019022 0 = 108(5) 2y — 25(6/(5) , (s

Integramos en s de € hasta t,

t100(1) 2200y < 105032y + / 10n(5) 200y — 25(0'(5) , O (s))r .
Vemos que

ellon (@)l () < ello(eiz) +elle(@iz@) S P luolliz ) +elle(@liz@) = p*lluoll

y también
¢ ¢ 2 2 2
/ /
/O 160() 2262y — 250 (5) () s < /0 180 (5)22c + 52110/ (3)]12
¢ 2 t 2 2 2
/
< /O le(s) 220y ds + /0 ()2 + 5216 (5) 22 ds

La primera integral al lado derecho se controla usando Lema 68, mientras la segunda se controla
usando Lema 66,

t t
| 1oy + 5715 9y ds S 2 [ IV + 5219 () ey ds S 2ol



